PROGRAMAS DE ESTUDIO 2024
AREA DE MATEMATICAS

CALCULO I-II




Primera edicion: julio de 2024.

D.R. © UNAM 2024 Universidad Nacional Auténoma de México,
Ciudad Universitaria. Alcaldia Coyoacan, C.P. 04510, CDMX.

Esta edicion y sus caracteristicas son propiedad de la UNAM.
Prohibida la reproduccion total o parcial por cualquier medio, sin
la autorizacion escrita del titular de los derechos patrimoniales.
Impreso y hecho en México - Printed in Mexico.



DICE

PRESENTACION DE LAMATERIA ... 7
Relaciones con el Area y con otras asignaturas .............ooeeeeoreceersssnoserssne 8
ENfoque de 18 MAateTia ... esesessssesessessssssesesssessssnee e 8
ENfoqQue diSCIPIINATIO .ottt 1
ENfoqQUE didACTICO ...t 14

Concrecion en la materia de los principios del Modelo
Educativo del Colegio: aprender a aprender, aprender a hacer,

APTETUACT (L SET oo 17
EVALUACION ..ottt sttt 18
Contribucion de la materia al Perfil del EGresado ... 20
Propositos generales de 1a TAateria ... ssseeee 20

Panorama general de 1as Unidades ... 21



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |

Presentacion de la asignatura de Calculo Diferencial e Integral I....................... 25
PIOPOSITOS AEL CUTSO .ottt 26
EVALUACION .occiiiici i 26
Unidad 1. Procesos infinitos y la nocion de Hmite ... 27
Presentacion de 1a Unidad ... 27
CaTta AESCTIPTIVA .ouieeereeieeiieei ittt 28
EVAIUACION ..ottt 30
RETETETICIAS oo 30
Unidad 2. El concepto de derivada: variacion y razén de cambio ...........cccoeceeeeen. 31
Presentacion de 12 UNIdad ...t 31
Carta dESCIIPTIVA ..t 32
EVAIUACION oot 34
RETETEIICIAS oottt st 35
Unidad 3. Derivada de funciones algebraicas ... 36
Presentacion de 12 UNIdad ...t 36
CaTta AESCTIPTIVA .ouoveererieieciieei ittt 37
EVAIUACION oot 40
RETETEIICIAS oottt 40
Unidad 4. Comportamiento grafico y problemas de optimizacion .................. 41
Presentacion de 12 Unidad ... 41
Carta dESCIIPTIVA ..ttt 42
EVAIUACION «.oooe sttt 44

RETEIEIICIAS ..o 44



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II

Presentacion de la asignatura de Calculo Diferencias e Integral II..................... 47
PIOPOSITOS AEL CUTSO .ottt 48
EVAIUACION oot 48
Unidad 1. Derivada de funciones trascendentes ..........ccoooeececcerceceereceerceennn 49
Presentacion de 12 UNidad ...t 49
CaTta AESCTIPTIVA ..ottt 50
EVAIUACION .ottt 52
RETETETICIAS ..oooeeeeee et 52
Unidad 2. La integral definida ... 53
Presentacion de 12 UNIdad ... 53
Carta AESCTIPTIVA ..t 54
EVAIUACION «.oooee st 56
RETETEIICIAS oottt 56
Unidad 3. La integral indefINida ... seeisesssisseesessseesenes 57
Presentacion de 12 UNIdad ... 57
CaTta AESCTIPTIVA .ouureeeiriiiciiireii ittt 58
EVAIUACION .ottt 60
RETEIEIICIAS oottt sttt 60
Unidad 4. M0odelos ¥ PIEAICCION ......ocvverrriereiereiieeriiseseiessiseesissessisesssssessssessesesesens 61
Presentacion de 1a UNIdad ... 61
Carta dESCIIPTIVA ..ttt 62
EVAIUACION .ottt 64
RETEIEIICIAS ..o 64

REfETENCIAS GENETALES ....oovevvierei ettt 65






PRESENTACION DE LA MATERIA

de quinto y sexto del Plan de Estudios incluyen dos cursos optativos de
Calculo Diferencial e Integral, con la perspectiva de brindar al alumnado la
oportunidad de construir los conceptos y procedimientos basicos del calculo,ala
vez que completa su formacion en esta disciplina al reforzar el empleo de estra-
tegias,la capacidad de resolucion de problemas, el desarrollo de habilidades y de
diversas formas de razonamiento, como el inductivo, el deductivo y el analogico.

Los cursos de Calculo, al impartirse en los dos ultimos semestres, constituyen
la culminacién de la formacion matematica del ciclo del bachillerato. En ellos se
retoman y aplican conocimientos de los cursos obligatorios anteriores, confor-
me se van incorporando los conceptos y técnicas del calculo. Para el bachiller es
el primer acercamiento a esta importante rama de las matematicas. El nivel de
conocimiento que adquiera enriquecera la formacion de su pensamiento mate-
matico para enfrentar con éxito los estudios superiores que realice.

Enconcordancia conel Modelo Educativo del Colegio,donde el aprendizaje del
alumnadoeslaactividadrectora,se propone comoideasustantivadarsignificado
alos conceptos, técnicas y procedimientos con base en el estudio de situaciones
problematicasendiferentes contextosdeaprendizaje,enlasqueel Calculoesuna
herramientafundamental parasucomprension,analisis,y solucién,conel propo-
sitodequeseacapazderesolverproblemas,abstraer,establecerconjeturasyencon-
trar el sentido de los conceptos fundamentales del Calculo Diferencial e Integral.
Dada la creciente importancia de las Tecnologias de la Informaciéon y Comu-
nicacién (TIC), las Tecnologias del Aprendizaje y el Conocimiento (TAC) y las
Tecnologias del Empoderamiento y la Participacion (TEP) como un medio para
la construccion de ambientes de experimentacion en el aula, es conveniente
sean consideradas para la puesta en practica de los Programas de Estudio; esto
contribuira al desarrollo del pensamiento matematico desde otras perspectivas
y proporcionara al alumnado experiencia en el manejo de herramientas tecno-
logicas y digitales.

Finalmente, la formacion que se adquiere con base en los procesos de ense-
nanza y de aprendizaje que dan identidad a los cursos de Calculo Diferencial e
Integral contribuira enla solida a la construccion solida de las bases conceptua-
les que permitan al egresado continuar sus estudios universitarios.

L as asignaturas del Area de Matematicas correspondientes a los semestres
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Relaciones con el Area y con otras asignaturas

Con respecto a la apropiacion de los conceptos, técnicas y procedimientos pro-
pios del Calculo Diferencial e Integral, estas asignaturas permitiran al alumnado,
al percibirlas como herramientas, enriquecer el analisis de diversas situaciones
de otras disciplinas como Fisica, Quimica, Biologia, Economia, Administracion,
entre otras, asi como profundizar su sentido y significado como disciplina cien-
tifica. Las técnicas y habilidades de pensamiento desarrolladas en el estudio de
Calculo se pueden relacionar de manera significativa con otras areas cientificas;
por ejemplo, en Fisica se pueden emplear en ramas como la cinematica o dina-
mica; en Biologia, para modelar poblaciones; en Quimica, para estudiar tasas de
reacciones; mientras que en Economia, para optimizar costos.

Es necesario que haya una apropiacion de los aprendizajes senalados en
los cursos de Matematicas I-IV, pero esencialmente se considera necesario, por
una parte, disposicion y conocimiento para una interaccion entre las diferen-
tes representaciones de las funciones polinomiales, racionales, con radicales,
exponenciales, logaritmicas y trigonomeétricas, asi como para la manipulacion
algebraica de los diferentes sistemas de numeros y de ecuaciones.

En cuanto al desarrollo del pensamiento matematico, podra profundizar
en el uso de diferentes representaciones, la resolucion de problemas no solo
como metodologia didactica, sino que también sea contemplada como objeto de
aprendizaje, como se menciona en el programa de Matematicas I-IV, asi como y
la importancia de argumentar sus afirmaciones. Adicionalmente, estas asigna-
turas contribuiran a consolidar los conocimientos matematicos que el alumna-
dorequiere para afrontar con éxito las licenciaturas de corte cientifico y técnico
donde el Calculo Diferencial e Integral forma parte del requisito curricular.

Enfoque de la materia

Introduccion

El conocimiento cientifico, en particular el matematico, no se desarrolla de ma-
nera lineal y ordenado. Su sistematizacion y transmision se da en un momento
posterior, cuando se hace una reflexion especifica para ordenarlo, ya sea por
un individuo o un grupo de personas que pertenecen al campo de estudio en
cuestion, es decir, una comunidad epistémica. Para la sistematizacion de tales
conocimientos la comunidad epistémica opta por diferentes formas de recons-
truccion: historica, logica, teorica, tecnologica, economica, etcétera, es decir, de-
cide qué aspectos resaltar para ordenar y encadenar el desarrollo de la disciplina,
por ejemplo, los momentos histéricos mas relevantes, la consistencia y el rigor
interno de la teoria, los cambios tecnologicos, entre otros.

Historicamente, en los Programas de Estudio en Matematicas se han uti-
lizado reconstrucciones logicas. Estas tienen la intencion de sistematizar la



disciplina enfatizando la completitud, el rigor y la formalidad. Ademas, la ma-
yoria de las veces se utilizan cortes sincréonicos al organizar los contenidos, sin
considerar su evolucion historica; por ejemplo, en el prefacio de Hairer y Wanner
(2008) se explica que tradicionalmente un primer curso riguroso en analisis
avanza (mas o menos) en el orden: conjuntos, mapeos, limites, funciones conti-
nuas, derivadas, integrales. Por otra parte, el desarrollo historico de estos temas
ocurre en orden inverso.

Reconstruccion Légica

Conjuntos, Limites,
%

, . Derivadas - Integrales
mapeos Funciones continuas

Reconstruccion Histarica

Cantor 1875, - Cauchy, - Newton 1665 - é\gqll:;ﬂgﬁ;
Dedekind Weierstrass Leibniz 1675 P
Fermat 1638

Reconstruccion Didactica

Las reconstrucciones didacticas
dependeran de la comunidad epistémica
encargada de realizar esa sistematizacion.

Figura 1. Tipos de reconstrucciones, adaptado de Hairer y Wanner (2008)

Cuando la intencion es promover el aprendizaje entonces la comunidad
epistémica correspondiente, la cual en nuestro caso es la colegialidad y ha dado
como resultado al claustro de profesoras y profesores unidos bajo los principios
y el Modelo Educativo del Colegio, proponen una Reconstruccion Didactica, en
ésta el énfasis esta en el aprendizaje. En otras palabras, es una reconstruccion
que se conceptualiza poniendo en el centro el aprendizaje, aunque no necesa-
riamente enfatice la completez, el rigor y la formalidad.

De esta manera, nuestros programas indicativos tienen como proposito dar
concrecién y orientacion a una Reconstruccion Didactica, en ésta se puede
apelar a elementos historicos, didacticos, resultados de investigacién educativa,
herramientas tecnologicas o cualquier otro elemento que contribuya a una sis-
tematizacion que promueva el logro de los aprendizajes.

En particular, los elementos que se consideran para establecer la recons-
truccion didactica de este programa de Calculo Diferencial e Integral, que se
concretan en las cartas descriptivas, son los siguientes:

e Esun bachillerato general en la que las asignaturas de Calculo Diferencial e

Integral son optativas.
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El aprendizaje es la actividad rectora, por lo que el planteamiento sustantivo
es darles sentido y significado a los conceptos, técnicas y procedimientos
en diferentes contextos. Darle sentido a la matematica es explicar, mostrar,
dar razones, generar actividades, o cualquier otra cosa que permita percibir
o comprender la necesidad del porqué debe estudiarse un concepto o intro-
ducirse una simbologia especifica. Es importante enriquecer el sentido con
un significado; éste puede ser dentro de un contexto real, hipotético real o
matematico. Esta dupla (Sentido y Significado) permite que las matematicas
sean vistas como un sistema coherente con una semantica, y no sélo como
un sistema formal y sintactico, sin ningun objetivo o correlato concreto en
el ambito teorico.

El ciclo de aprendizaje propuesto considera: a) iniciar con situaciones con-
cretas y sencillas en los contextos hipotético real, matematico y real (cuando
éste sea posible) para identificar las caracteristicas del concepto y métodos
que se propone analizar; b) para la aprehensién conceptual privilegiar las
actividades cognitivas entre las representaciones tabular, grafica y algebrai-
ca para la aprehension conceptual del concepto en estudio y c) concluir con
situaciones mas complejas en los contextos hipotético real, matematico y
real (cuando éste sea posible) con herramientas mas refinadas.

Proceso
de abstraccion
ituaci Contexto
Situaciones
fundamentalmente
concretas . e
Aplicaciones matematico

de mayor complejidad

Propiciar un ambiente que corresponda a caracteristicas de trabajo como
disciplina cientifica: la resolucion de problemas promoviendo un método
inquisitivo.

Considerando que el acceso a los conceptos matematicos es por medio de sus
representaciones, es importante propiciar actividades cognitivas entre los
registros tabular, grafico y algebraico de dichos conceptos, principalmente.
Proporcionar las habilidades y conocimientos que le permitan el estudio for-
mal y riguroso de conceptos que los estudios de nivel superior le demanden.
Construir bases solidas que le den identidad a las ideas rectoras de los cons-
tructos del Calculo Diferencial e Integral: la variacion y la acumulacion.!

! Consultar: (Moreno Armella, 2014a, 2014b, 2014c, 2014d, 2021)



Lo anterior se materializa en los siguientes esquemas.

Procesos infinitos El concepto de Derivada de Comportamiento
ylanocionde  — derivada: variaciony - funciones - grafico y problema
limite razon de cambio algebraicas de optimizacion
Derivadas :
de funciones ~ —  Laintegral definida I_.a mt_e gral - Modglo_s'y
indefinida prediccion
trascendentes

Enfoque disciplinario

Considerando que uno de los principales propésitos de las asignaturas del Area

de Matematicas es dotar al alumnado de una manera de pensar donde puedan:

» Comprender, utilizar y construir relaciones entre cantidades y formas espa-
ciales.

e Manejar diversos recursos para resolver problemas.

» Percibir la necesidad de argumentar sus afirmaciones.

Las actividades a lo largo del curso deben encaminarse a fomentar el desa-
rrollo de tales habilidades de pensamiento.

Por otra parte, en la seleccion de conceptos, técnicas y métodos del Calculo
Diferencial e Integral para ser incorporados a los programas se consideran: el
caracter propedéutico y terminal en la formacion del alumnado; la concepcion
de la matematica como disciplina cientifica; la caracterizacion de los objetos de
estudio del Calculo Diferencial e Integral.

En primer término, respecto a la formacion del alumnado, se toma en cuenta
la necesidad de proporcionarle conocimientos suficientes para enfrentar con
éxito sus estudios superiores; ademas de comprender y resolver con mejores
recursos culturales diversas situaciones de la vida cotidiana y dotarlo de es-
trategias de aprendizaje y capacidades analiticas que le permitan superar las
exigencias que el trabajo productivo demanda.

En segundo término, no menos importante para dicha seleccién, es la inter-
pretacion de las Matematicas como disciplina cientifica. Al respecto, se consi-
dera que:

a. Las Matematicas son un cuerpo de conocimiento logicamente estructurado
que estudia las relaciones cuantitativas y de forma de objetos abstractos que
surgen de analizar situaciones concretas mediante procesos y razonamien-
tos cada vez mas depurados.
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b. En los procesos de descubrir y construir el conocimiento matematico se
reconoce la importancia de la busqueda intuitiva, los titubeos, el tanteo, las
suposiciones, las dudas, incluso los errores.

c. Como area de conocimiento, destaca que el caracter abstracto y general de
conceptos y métodos genera un gran potencial de aplicaciones.

d. En sus métodos y estructura aparece el rigor légico como componente in-
dispensable para aceptar como validas sus afirmaciones, lo que obliga a
proporcionar una rigurosa demostracion de éstas.

e. Ensususosyaplicaciones serelaciona con otras cienciaslo que se manifiesta
con una vinculacion mas estrecha con los procesos tecnologicos.

Un tercero y ultimo aspecto es la caracterizacion de los objetos de estudio del
Calculo Diferencial e Integral, la que considera que esta rama de las Matemati-
cas se articula a partir de dos ideas fundamentales: la variacion y la acumula-
cion. Dos representaciones significativas de estas ideas, que le dieron origen, se
refieren a la solucion de problemas en los ambitos geométrico y fisico. Dentro
del aspecto geomeétrico, es tanto la obtencion de la recta tangente a una curva
como la obtencion del area bajo una curva; en el escenario de la Fisica, es 1a mo-
delizacion de la velocidad cuando se conoce la distancia recorrida en un tiempo
dado y la obtencidn de la distancia recorrida cuando se conoce la velocidad.

Parala concrecion de estas dos ideas centrales, la variacion y la acumulacion,
que se traducen en los conceptos fundamentales del calculo, la derivada y la
integral, se incorporan otros conceptos, técnicas y métodos que se describiran
posteriormente al presentar los propdsitos de cada curso. Al respecto es perti-
nente hacer las siguientes precisiones:

« Sibien el concepto de funcion es el sustento para la derivada y la integral, no
se incorpora como un tema de estudio de estos programas dado que, en cur-
sos anteriores, principalmente en el curso de Matematicas IV, se ha trabajado
con amplitud y profundidad. Emplearlas en el contexto de los conceptos de
derivada e integral permitira profundizar en su comprension.

e Sereconoce que el concepto de limite es fundamental para una construccion
completa del calculo, pero al considerar que es un primer acercamiento al
estudio de esta disciplina y a la experiencia y conocimientos adquiridos en
los primeros cuatro semestres, se opto por realizar un acercamiento a la idea
esencial del limite a partir de procesos infinitos, dado que permiten recono-
cer la tendencia, estabilizacion y la posibilidad de prediccion de valores y
comportamientos de las variables involucradas, para enfrentar desde esta
perspectiva el estudio de la derivada y la integral.

e Aun cuando la percepcién de la continuidad de una funcién ha permeado
en el desarrollo de los cursos anteriores en forma intuitiva, este concepto no
formo parte explicita de las tematicas. Para este curso de Calculo, el concepto
de continuidad si se incluye de manera explicita; sin embargo, la intension
no es realizar un tratamiento riguroso o formal, lo que se pretende es que



el alumnado sea capaz de interpretarla de manera intuitiva, utilizando dis-
tintos registros de representacion, tendencias o discontinuidades. La razén
obedece a que en este primer acercamiento a las ideas esenciales del Calculo
es posible llevarlo a cabo con esa percepcion intuitiva, lo cual posibilitara la
apropiacion formal de este concepto en cursos de estudios en el nivel supe-
rior, si éstos asilo demandan.

Considerando lo anterior y que la organizacion del programa pretende forta-
lecer la Reconstruccion Didactica, el tema sobre continuidad se ubicé al final
de la Unidad 3, y no como tradicionalmente se hace en una Reconstruccion
Logica después del tema de limites, con la finalidad de edificar el andamiaje
tedrico y un encadenamiento con rigor. En este caso, la intencién es mostrar
que el trabajo realizado hasta este momento del curso y las habilidades
adquiridas sobre derivadas tiene algunas condiciones intrinsecas para su
aplicacion correcta, especificamente la continuidad.

Considerando que Calculo Diferencial e Integral ofrece al alumnado un pri-

mer acercamiento sistematico a esta disciplina y tomando en cuenta el proposi-
tode suformacion,las caracteristicas de las Matematicas como disciplina cienti-
fica y el objeto de estudio d esta materia, la seleccion del contenido disciplinario
se orienta bajo las siguientes premisas:

Desarrollar el sentido del Calculo Diferencial e Integral mediante la compren-
sion de diferentes situaciones que se modelan con las herramientas de esta
disciplina, asi como el establecimiento de conexiones con otros contextos
matematicos y otras disciplinas cientificas.

Identificar el caracter abstracto de los conceptos de variacion y acumulacion,
a partir de analizar diferentes contextos del ambito matematico y de otras
disciplinas en los que surgen dichos conceptos.

Apropiarse de conceptos, técnicas y procedimientos propios del Calculo Dife-
rencial e Integral con el proposito de enriquecer el analisis de diversas situa-
ciones, tanto del ambito matematico como el de otras disciplinas.
Enriquecer el razonamiento matematico al desarrollar métodos que estan
presentes al aplicar los conceptos, técnicas y procedimientos del calculo di-
ferencial e integral.

En resumen, la seleccion del contenido disciplinario se rige con la siguiente

orientacion general: con base enlaidentificacion de lasideas de variacion y acu-
mulacion, darle sentido a los conceptos, técnicas y procedimientos del Calculo
Diferencial e Integral.

|13 |
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Enfoque didactico

En este apartado se plantea un conjunto de consideraciones para organizar y
dirigir la actividad cotidiana en el salon de clases. Inicialmente, se identifican
rasgos esenciales del aprendizaje de las Matematicas, en particular del Calculo;
posteriormente, se proporcionan elementos para interpretar la resolucion de
problemas como meétodo del pensamiento matematico que se debe privilegiar;
se continua senalando los atributos a tomar en cuenta para incorporar las TIC
como herramienta de aprendizaje y se concluye con la identificacion de elemen-
tos que permiten estructurar el proceso de ensenianza que posibilite la apropia-
cion de los aprendizajes.

Para caracterizar el aprendizaje de los conceptos matematicos, esencialmen-
te se toma en cuenta que el Modelo Educativo del Colegio reconoce la impor-
tancia de que el alumnado sea capaz de apropiarse y construir nuevos conoci-
mientosy que la Matematica es una disciplina en constante desarrollo en la que
aprender debe estar intimamente relacionado con la participacion activa del
alumnado enla construccion de resultados matematicos. En dicha participacion
es relevante la disposicion de plantear y resolver problemas, abstraer, inventar,
probar y encontrar el sentido a las ideas matematicas, esto es, desarrollar ma-
tematicas, proceso en el que es muy importante encontrar el sentido a las rela-
ciones, separarlas y analizarlas para distinguir sus conexiones con otras ideas.

Aprender matematicas, en particular Calculo Diferencial e Integral, es un
proceso en el que se desarrolla una disposicion y forma de pensar con el pro-
posito de que el alumnado ejercite un pensamiento y lenguaje variacional a
través de un proceso continuo de resolucion de problemas, donde se busqueny
examinen diferentes tipos de relaciones, planteen conjeturas y se argumente su
validez, utilicen diferentes sistemas de representacion, establezcan conexiones
y se comuniquen sus resultados.

Al considerar que para la formacion del alumnado del bachillerato del CCH
es relevante privilegiar la apropiacion y construccion de los conceptos mate-
maticos, es conveniente insistir que el planteamiento y solucion de problemas
debe ser el hilo conductor para organizar la ensenanza y el aprendizaje de las
Matematicas, ya que es una forma de interactuar y pensar acerca de las situa-
ciones (problemas o conceptos) que demandan, en los procesos de comprension
y solucion, el empleo de recursos y estrategias matematicas.

Para la puesta en practica la resolucion de problemas, se propone el desarro-
llo de un método indagador o interrogativo, también conocido como inquisitivo?
que le permite al Alumnado conceptualizar las Matematicas como un conjunto
de dilemas o preguntas que se representan, exploran y responden a partir de

2 Diccionario de la Real Academia Espafiola: “Que inquiere y averigua con cuidado y diligencia las cosas o es inclinado a ello”.



recursos, estrategias y formas de razonar, las cuales son consistentes con el

quehacer de la disciplina.

Para establecer los niveles de extension y profundidad en la apropiacion
de los conceptos y procesos matematicos, implementando el método interro-
gativo (inquisitivo), es conveniente distinguir tres contextos de aprendizaje: a)
contexto puramente matematico: donde se desarrolla la situaciéon. Involucra
solamente aspectos matematicos; b) contexto del mundo real: en esta situacién,
la comprension del problema se relaciona con identificar a las variables invo-
lucradas en la situacion real; c) contexto hipotético: la situacion se construye a
partir de una serie de suposiciones acerca del comportamiento de las variables
o parametros que explican el desarrollo de la situacion.

El trabajo organizado con base en la resolucion de problemas posibilitara
al alumnado el desarrollo de habilidades matematicas, entre las que destacan:
e Estimacion. Identificar el rango de valores en los que puede estar un resulta-

do, redondear cantidades para facilitar operaciones y contar con una apre-

ciacion del resultado de las mismas.

e Generalizacion. Percibir relaciones, formas y estructuras. Distinguir lo rele-
vante de lo irrelevante y lo comun de lo diferente;

e Formalizar “material matematico”. Operar con estructuras mas que con el
contexto de una situacion, ademas de operar con numerales y simbolos com-
binando reglas y estrategias

e Reversibilidad de pensamiento. Invertir una secuencia de operaciones o un
proceso de pensamiento.

» Flexibilidad de pensamiento. Disponibilidad para abandonar estereotipos o
procedimientos en los que se ha tenido éxito para utilizar otros nuevos.

e Visualizacion espacial. Percibir esquemas geométricos contenidos en otros
mas complejos o bien, adelantar mentalmente el tipo de figura resultante al
aplicar algun movimiento o transformacioén a una figura dada.

Asimismo, el ambiente de trabajo con base en la resolucion de problemas
debe fomentar valores de formacion ciudadana tales como la interaccion res-
petuosa y la participacion de todos, en un ambiente de respeto a la diversidad,
haciendo énfasis en la relevancia y validez de los argumentos, independiente-
mente de quien los emita. Del mismo modo, se debe fomentar la adquisicion
de conocimientos utiles para la toma informada de decisiones; por ejemplo, se
sugiere al profesorado utilizar problemas en los que se enfatice la optimizacion
de recursos o el impacto ambiental en el crecimiento de poblaciones biologicas,
entre otros, para establecer acciones que favorezcan un uso sustentable de los
Iecursos.

El tercer aspecto por considerar en la organizacion y conduccion de las ac-
ciones de ensenanza es la incorporacion de las TIC, TAC y TEP, con el proposito
de enriquecer los procesos de ensenanzay aprendizaje del Calculo Diferencial e
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Integral. El acceso social a esta tecnologia, en sus distintas manifestaciones, te-

léfonos celulares, tabletas electronicas, computadoras, reproductores digitales

de audio y video, servicios de la web, redes sociales o plataformas educativas,
entre otras, nos lleva a considerar su incorporacion al aula.
Ademas, resultados en el ambito de la investigacion educativa contribuyen

a la consecucion de dicho propésito. A continuacion se senalan algunas consi-

deraciones para utilizarla:

o Laposibilidad de almacenar, compartir y presentar informacion en distintos
formatos, voz, texto, imagenes datos, de manera simultanea, asi como el pro-
cesamiento y transmision de esta informacion en diferentes modalidades,
libros electronicos, apuntes interactivos, blogs, entre otros, permite acerca-
mientos novedosos a los conceptos del Calculo.

e Ofrecer la posibilidad de formular y explorar hipétesis y conjeturas de tal
suerte que la escuela no sea solo un lugar donde los conocimientos se trans-
mitan, sino esencialmente se construyan.

e Organizar actividades en el proceso de resolucion de problemas que pro-
mueven el pensamiento matematico del alumnado al tener la posibilidad de
trabajar en la solucion desde diferentes perspectivas.

» Representar objetos matematicos dinamicamente a partir de la identifica-
cion de propiedades y relaciones de objetos particulares que son dificiles de
pensar o identificar en aproximaciones que se realizan sin este recurso.

e larepresentacion dinamica de objetos matematicos permite explorar rela-
ciones entre variables en una configuracion geométrica, mediante diferen-
tes aproximaciones (grafica o numérica) sin que se tenga que establecer de
forma explicita relaciones algebraicas entre las variables involucradas en el
problema.

En resumen, la incorporacion de las TIC permitira promover las habilidades
en el uso de la tecnologia, favorecer la incorporacion de los avances actuales en
el ambito escolar y enriquecer el método de resolucion de problemas y la con-
solidacion del pensamiento critico en el alumnado.

Finalmente, respecto a las consideraciones sobre la interpretacion del apren-
dizaje de las matematicas, privilegiando el proceso de resolucion de problemas
sustentado en diferentes contextos de aprendizaje, y el uso de las TIC para su
concrecion en el aula, es importante la implementacion de las estrategias pro-
puestas para el logro de los aprendizajes. Para llevar a cabo dicha implementa-
cion se debe considerar la organizacion del proceso de instruccion a partir de los
siguientes aspectos:

a. La seleccion del contenido matematico, indicado en la tematica y los proce-
dimientos, la resolucion de problemas, las formas de razonamiento y argu-
mentacion, la comunicacion de resultados, el establecimiento de conexiones
y el uso de diversas representaciones: ademas, la seleccion de los contextos
de aprendizaje, puramente matematico, del mundo real e hipotético.



b. Los materiales e instrumentos a utilizar, de los cuales destacan la seleccién
de lecturas de un libro de texto, la aplicacion de hojas de trabajo y la utiliza-
cion de calculadoras o computadoras, entre otros.

c. La seleccion, organizacion e implementacion de las tareas para obtener los
aprendizajes planteados. Se enfatiza la participacion del alumnado en la
discusion de tareas o problemas en pequenos grupos, la presentacion de los
acercamientos a los problemas, la realimentacion y orientacién por parte
del profesorado, lo que permitira identificar las estrategias y métodos de
solucion, asi como la necesidad de aprender nuevos contenidos y reflexionar
individualmente. Esto coadyuvara para que el alumnado incorpore y refine
los distintos acercamientos que aparecieron durante el desarrollo de las
actividades.

d. Laevaluacion de la apropiacion de los aprendizajes, no unicamente como la
aplicacion de instrumentos, sino como parte del proceso de instruccion para
enriquecer el aprendizaje al reflejar las Matematicas que el alumnado debe
conocer y ser capaz de hacer.

Concrecion en la materia de los principios del
Modelo Educativo del Colegio: aprender a aprender,
aprender a hacer, aprender a ser

Lamateria de Calculo Diferencia e Integral contribuye a los principios pedagogi-
cos del Colegio de diversas maneras como las senaladas a continuacion:

Aprender a aprender

Al trabajar los cursos mediante el esquema de una clase-taller, se fomenta en
el alumnado el desarrollo de habilidades de pensamiento como la observacion,
el reconocimiento de patrones de comportamiento, el establecimiento de con-
jeturas, la capacidad de generalizacion, entre otras, lo que hace de la resolucion
de problemas, mas que una practica mental, una actividad generadora de co-
nocimiento, propiciando un alumnado auténomo en la adquisiciéon de conoci-
mientos.

Aprender a hacer

La materia de Calculo Diferencial e Integral enfatiza en sus aprendizajes un
conjunto de contenidos y métodos que caracterizan a la matematica como una
disciplina cientifica. En su desarrollo se hace énfasis, por una parte, enlas formas
de razonamiento y argumentacion; por otra, en el desarrollo de procedimientos
que permiten analizar la variacion y la acumulacion, lo que genera una amplia
gama de aplicaciones en otras disciplinas, tanto en las ciencias como en las
humanidades.
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Aprender a ser

Al realizar las diversas actividades de estos cursos, tanto de manera individual,
por equipos o de manera grupal, se fomenta el desarrollo del pensamiento criti-
co, el respeto a las ideas de otros y la discusion argumentada de éstas, asi como
también se fortalecen habilidades como la capacidad del trabajo en equipo. Por
otra parte, las habilidades de pensamiento matematico contribuyen a formas
de trabajo y de actitudes que favorecen el éxito, tanto en el ambito escolar como
en el personal.

Evaluacion

En este apartado, inicialmente se puntualiza el significado de evaluacion como
componente en la organizacion del proceso de instruccion. Posteriormente, se
ofrece una interpretacion de los métodos de evaluacion como un elemento que
permita la consecucion de los objetivos de la materia y los propositos de cada
unidad. Se concluye con la descripcion de algunos métodos de evaluacion que
permitiran enriquecer el proceso.

La evaluacion, como una componente en la organizacion del proceso de
instruccion, la interpretaremos como un proceso sistematico de obtencion de
informacion del logro de los aprendizajes del alumnado. Dicha informacion
permitira, por una parte, dar a conocer al alumnadolos aprendizajes obtenidos y,
por otra parte, al profesorado,identificar las fortalezas y debilidades del alumna-
do y de €l mismo para modificar favorablemente sus propuestas de aprendizaje
y de ensenanza.

En este proceso tienen relevancia los métodos de evaluacion que se utilicen.
Deben considerarse los instrumentos de evaluacion, los contenidos y contextos
que propician los aprendizajes planteados, asi como los procesos del pensa-
miento matematico involucrados.

La concrecion de los aprendizajes a evaluar tienen como referentes los pro-
positos educativos de la materia, los propositos del aprendizaje general y par-
ticular, indicados en cada una de las unidades. El método de evaluacion debe
estar relacionado estrechamente con las orientaciones del curso y propositos
de las unidades.

Es recomendable que los métodos de evaluacion que se utilicen sean diver-
sos, asi como acordes con los propositos planteados, con la intencion de que
promuevan el compromiso del alumnado hacia la apropiacion de los aprendi-
zajes. A continuacion, se mencionan métodos de evaluacion que permiten la
obtencion de informacion desde distintas perspectivas

Proyecto de trabajo individual

Es la investigacion de un tema o la solucion de un problema en la que el alum-
nado tiene que recurrir a diferentes fuentes de informacion y a diversos recursos



digitales, lo cual le posibilitara desarrollar tanto su iniciativa, como un trabajo
independiente. Se debe elaborar un reporte escrito y hacer una presentacion
de los resultados. La complejidad de la investigacion o del problema permitira
estimar el tiempo que se debe invertir con trabajo extra—clase para su solucion.
En este sentido el proyecto puede atender a los conocimientos de todo el curso,
a una unidad o aprendizajes especificos. Es conveniente indicarle al alumnado
que significara un buen trabajo a través de un protocolo de evaluacién, con la
intencién de que, en el desarrollo del proyecto, aprenda a realizar una investiga-
cién o resolver un problema no rutinario y presentarlo de manera convincente.

Proyecto de trabajo grupal

Este proyecto es similar al individual, adicionando la problematica de trabajar
en equipo. Se recomienda que la investigacion o el problema propuesto se desa-
rrollen durante todo el semestre.

Variaciones sobre el examen escrito

Utilizar otras formas del examen escrito, restringido a un determinado tiempo
durante la clase y generalmente sin incluir situaciones no rutinarias, son per-
tinentes para recabar otro tipo de informacion de los aprendizajes obtenidos.
Destacamos los siguientes: examen a libro abierto; examen utilizando entornos
de geometria dinamica o CAS; y examen que involucre preguntas conceptuales.

Lecturas de comprension

Consiste en proponerle la lectura del apartado de un libro o un articulo de di-
vulgacion para propiciar el estudio critico y reflexivo, posibilitando evaluar el
entendimiento de procesos matematicos. Es conveniente orientar el analisis
mediante un cuestionario.

Resolucion de problemas

Para la obtencion de informacion del aprendizaje que surge en la resolucion de

problemas es recomendable disenar actividades que capturen dicha informa-

cion, considerando los siguientes aspectos:

a. La comprension del problema: el alumnado debe mostrar que ha entendido
el problema.

b. La habilidad del alumnado para seleccionar estrategias de resolucion y lle-
varlo a cabo.

c. Lorazonable de la solucion y la posible extension del problema.

Se recomienda instrumentar estos aspectos en una actividad grupal y ob-
tener la informacion mediante una entrevista que se desarrolle a partir de pre-
guntas clave, la cual se puede ampliar a partir de la participacion de los equipos
del alumnado.
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Contribucion de la materia al Perfil del Egresado

Con base en la adquisicion de los contenidos y procesos matematicos que le
permitan enriquecer su formacion, sera capaz de:

Aplicar y adaptar una variedad de estrategias para resolver problemas.
Utilizar diversas representaciones en la resolucion de problemas.

En la resolucion de problemas matematicos, valorar la generalidad de la
solucion.

Apreciar la resolucion de problemas como generadora de conocimiento, mas
que como una actividad de ejercicio mental.

Efectuar generalizaciones a partir del analisis de diferencias y similitudes,
del reconocimiento de estructuras, de la identificacion de analogias y de
patrones de comportamiento.

Proporcionar argumentos de validez sobre topicos matematicos y evaluar
los de otros.

Incorporar a su lenguaje y modos de sistematizacion y argumentacion ha-
bituales diversas formas de representacion matematica para comunicar sus
ideas y consolidar su pensamiento matematico.

Analizar y evaluar el trabajo matematico y las estrategias de otras personas.
Reconocer y usar conexiones entre ideas matematicas y éstas entre otras
disciplinas.

Reconocer conceptos, métodos y procedimientos comunes en las diversas
areas del conocimiento matematico.

Usar las representaciones matematicas pertinentes para modelar e interpre-
tar fendmenos fisicos, sociales y biolégicos, entre otros

Propoésitos generales de la materia

Al finalizar los cursos correspondientes a la materia de Calculo Diferencial e
Integral, el alumnado sera capaz de:

Comprender el significado de un proceso infinito y su relacion con los con-
ceptos de limite, derivada e integral.

Comprender y manejar el concepto de derivada, a través de sus diversas re-
presentaciones, utilizandolo para resolver problemas de rapidez de cambio
y optimizacion.

Analizar el comportamiento de una situacién o fenémeno modelado me-
diante una funcion real de variable real.

Comprender la relacion entre derivada e integral, que se sintetiza en el Teo-
rema Fundamental del Calculo.

Relacionar la Integral definida de una funcion con el area bajo la curva y ob-
tener su valor, utilizando la antiderivada o mediante un proceso infinito de
aproximaciones numericas y aplicarla en problemas de diversos contextos.



Construir modelos de situaciones o fenémenos, a partir de conocer el com-
portamiento de su rapidez de cambio, utilizar el modelo para obtener infor-
macion sobre el fendmeno e incluso hacer predicciones y analizar algunas
limitaciones del modelo generado.

Valorar el potencial de aplicaciones del Calculo Diferencial e Integral, cuyos
conceptos, técnicas y procedimientos permiten modelar y analizar situacio-
nes y fenémenos de la naturaleza y la sociedad que involucran variacion o
acumulacion.

Panorama general de las unidades

Unidad 3 Ulnidad 2 Unidad 1

Unidad 4

Calculo Diferencial e Integral |

14 hrs.

Procesos infinitos y la nocion de limite.

14 hrs.

El concepto de derivada: variacion y
razon de cambio

16 hrs.

Derivada de funciones algebraicas.

20 hrs.

Comportamiento grafico y problemas de
optimizacion.

Total 64 hrs.

Calculo Diferencial e Integral Il

16 hrs.

Derivada de funciones trascendentes.

16 hrs.
La integral definida.

20 hrs.
La integral indefinida.

12 hrs.
Modelos y prediccion.

64 hrs.
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Procesos infinitos y la nocion

El concepto de derivada:
variacion y razén de cambio

Derivada de funciones
algebraicas

PRESENTACION DE LA ASIGNATURA DE
CALCULO INTEGRAL Y DIFERENCIAL |

sta asignatura representa el primer acercamiento sistematico y organi-

zado al estudio del Calculo Diferencial e Integral. Para darle sentido a sus

conceptos se ha considerado establecer el siguiente ciclo de aprendizaje:
iniciar con situaciones concretas, cuya modelacion matematica no constituya
inicialmente gran complejidad; continuar el trabajo en un contexto fundamen-
talmente matematico y concluir con la modelacion de situaciones concretas
con el apoyo de herramientas conceptuales mas refinadas. La aplicacion de es-
tas etapas proporcionara las bases para el estudio formal de dichos conceptos,
cuando su estancia en el nivel superior lo requiera.

De manera general, en la Unidad 1 se analizan los procesos infinitos y la
nocion de limite, este ultimo concepto se enriquecera mas adelante al analizar
situaciones que involucren el concepto de derivada y el de integral. En la segun-
da unidad, mediante el analisis de la variacion en funciones polinomiales, se
hace un primer acercamiento al concepto de derivada, mismo que es analizado
de manera sistematica en la Unidad 3 al obtener y utilizar las reglas de deriva-
cion aplicables a funciones algebraicas. Finalmente, la Unidad 4 aproxima al
alumnado al campo de las aplicaciones de la derivada, al analizar problemas de
optimizacion.

En la siguiente tabla se presentan tanto los propositos como el numero de
horas de cada una de las unidades.

Unidad Propésito

Al finalizar la unidad, el alumnado descubriré intuitivamente el concepto de limite y sus
propiedades, a través de diversos problemas que involucren procesos infinitos utilizando

de limite ) . . i N
los diferentes registros: numérico, grafico o simbdlico.

Al finalizar la unidad, el alumnado interpretara el concepto de derivada a partir del
andlisis de la variacion y de la razon de cambio, al resolver problemas en diferentes
contextos cuyos modelos sean funciones polinomiales.

Al finalizar la unidad, el alumnado interpretara el concepto de derivada a partir del
andlisis de la variacion y de la razon de cambio, al resolver problemas en diferentes
contextos cuyos modelos sean funciones polinomiales.

Al finalizar la unidad, el alumnado contrastard la grafica de una funcion y sus dos

Comportamiento grafico y
problemas de optimizacion

primeras derivadas para obtener informacion sobre el comportamiento de la funcidn.
Utilizara dicha informacion para resolver problemas de optimizacion.
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14

14

16

20
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Propésitos del curso

Al finalizar el curso de Calculo Diferencial e Integral I, a través de diversas acti-
vidades orientadas al desarrollo de habilidades, procedimientos y ala compren-
sion de conceptos y métodos, el alumnado:

e Incrementara su capacidad en la resolucion de problemas al adquirir siste-
maticamente técnicas para representar e interpretar situaciones y fenome-
nos que involucren variacion.

e Adquirira una vision del concepto de limite, a través de la manipulacion de
las representaciones tabular, grafica y algebraica de procesos infinitos, tanto
discretos como continuos.

e Relacionara la derivada de una funcion con un proceso infinito que permita
estudiar las caracteristicas de la variacion y de la rapidez de cambio.

o Identificara de manera sistematica y fundada las diversas interpretaciones
de la derivada y las utilizara para obtener y analizar informacion sobre una
funcion.

e Aplicara la derivada de una funcidn para resolver problemas de razon de
cambio y de optimizacion.

Evaluacion

Las propuestas de los métodos de evaluacion tienen el proposito de obtener
informacion del desempeno del alumnado en referencia a los aprendizajes
logrados para que identifiquen sus avances y limitaciones; por su parte, el pro-
fesorado podra enriquecer o modificar la forma de organizacion del proceso de
instruccion utilizado. Un ejemplo de evaluacion consiste en que el alumnado
elabore un portafolio que contenga las actividades llevadas a cabo, los exame-
nes, proyectos, trabajos, tareas, entre otros, realizados a lo largo del curso o por
unidad; por lo cual, es indispensable que el alumnado se involucre en el trabajo
en clase.



PROCESOS INFINITOS
Y LA NOCION DE LIMITE

Presentacion de la unidad

La primera unidad del curso esta dedicada al estudio de procesos infinitos y la
nocion de limite. Es importante que el alumnado reconozca las condiciones que
caracterizan a un proceso infinito, esto es, que reconozca el patréon de compor-
tamiento que se presenta en cada situacion concreta, identificando las varia-
bles y las instrucciones que posibilitan establecer siempre un resultado mas.
Posteriormente, a partir de las representaciones tabular, grafica, numeérica o
algebraica de los procesos infinitos, construira para si un primer acercamiento
al significado del concepto de limite, comprendera la notacion de limites y la
manejara. El concepto de limite se enriquecera al interpretar situaciones con-
cretas que involucren el concepto de derivada, ademas del estudio del concepto
de integral en las siguientes unidades.
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Carta descriptiva

Propésito Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:
14 hrs.

Descubrird intuitivamente el concepto de limite y sus propiedades, a través de diversos problemas que involucren
procesos infinitos utilizando los diferentes registros: numérico, grafico o simbélico.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
El alumnado Procesos infinitos: « Mostrar ejemplos que involucren procesos infinitos en los cuales se
« Situaciones tiene un resultado que es posible determinar.

* Reconoce caracteristicas LG « Plantear problemas que conduzcan a encontrar patrones numéricos
de U [HOHE) infinito 0 tabu’Iares, o tabulares, geométricos, graficos, algebraicos en procesos infinitos
transitando al menos geomeétricas, como los siguientes:
entre estos registros de graficas o

= Célculo aproximado de areas de regiones limitadas por curvas,

representacion: numerico algebraicas que dan ) i ) .
" como lagos o ciudades, o graficas de funciones a partir de
0 tabular, geométrico, lugar a procesos , . . )
. (o A rectangulos inscritos o circunscritos.
algebraico o gréfico. infinitos.

« |dentifica el patron de « Comportamiento de = Dividir un cuadrado de 4rea uno a la mitad, tomar una mitad y
comportamiento en un un proceso infinito: nuevamente dividirla a la mitad, y asi sucesivamente. Calcular
proceso infinito. representacidn el area de cada seccion e inferir hacia qué valor se acerca el

« Reconoce un proceso numérica, area_sec?jmnada y hacia ddnde se acerca la suma de las dreas
infinito de uno que no lo es. algebraica o grafica. seccionadas.

« Resuelve problemas en * Representacion = Inscribir poligonos regulares en un circulo y determinar el
diversos contextos que simbdlica de resultado limite, tanto de sus perimetros como de sus areas,
involucren en su solucidn, procesos infinitos desde el punto de vista geométrico utilizando formulas de
procesos infinitos. por medio de una geometria elemental; inferir los valores numéricos de dichos

. funcion. limites, como se muestra en el Portal Académico (Procesos

Utiliza las representaciones

grifica, tabular o infinitos y la nocidn de limite, en unam.mx).

algebraica de un proceso - Representar 1/3 en su forma decimal

infinito para analizar su 0.3 + 0.03 + 0.003 + 0.0003 +---

comportamiento en cuanto

a como cambia la variable, - Estudio de algunos fractales como: triangulo de Sierpinski,
qué comportamiento sigue, arbol pitagérico, curva de Knoch, como se muestra en el portal
cuales son los valores académico.

siguientes y a la larga como

La implementacion de alguna de las estrategias anteriores se puede
reforzar con el uso de software y Tecnologias de la Informacion y
Comunicacion (TIC): videos, simuladores, etcétera.

son estos.
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« Distingue aquellos procesos | Nocidn de limite: « Presentar algunas actividades donde se tenga que distinguir un
infinitos que tienen un o Acercamiento al proceso infinito de uno que no es.
resultz!du limite de los que concepto dg !|m|te « Hacer énfasis en el hecho de que una sucesion permite expresar de
no lo tienen. de una funcion. forma simbdlica procesos infinitos discretos.

* Expresa simbolicamente el Nt:j[acmn de limite « Como un primer acercamiento al concepto de limite de una funcion
I|.m’|te de yn proceso infinito i foo=b es conveniente trabajar ejemplos discretos para analizar los casos
S este existe. xX—a donde la funcidn tiene un dominio en los naturales.

 Interpreta el limite de un « Propiedades de « Considerar que las representaciones grafica, algebraica o tabular de
proceso infinito. limites una sucesion permiten expresar un proceso infinito que puede tener

« |dentifica cudl es el 0 no tener limite.

resultado limite de un

) 1 Considerar que la simbolizacion f{x)— L cuando x—a permite
proceso infinito. representar procesos infinitos que tienen un valor limite.
o Establece el valor limite de

A partir de la trayectoria de un mvil, calcular su velocidad media

un proceso '"f.'"'m dado en entre dos puntos y aproximarse sucesivamente a la velocidad
forma algebraica, Bl base instantanea en un punto intermedio, a partir de la construccion
en otras representaciones de una tabla.

de dicho proceso.

Proponer tareas donde se muestre que dado un nimero real, existen

* Estahleqe en forma !nt}1|t|va diferentes sucesiones cuyos términos permiten acercarse al punto
las propleda.d'es de limites dado de tres maneras: siempre con valores mayores, siempre con
de una fupcmn y reso!ver valores menores y con valores mayores y menores al nimero dado.
algunos ejemplos haciendo

A partir de las representaciones tabular y gréfica de funciones
en las cuales la relacion entre sus variables establece procesos
infinitos, dar significado a la simbolizacion.

A partir de graficas de funciones a trozos (sin especificar su
expresion algebraica), el alumnado logra visualizar la existencia o
no de un limite y sus tendencias.

uso de éstas.

Establecer las propiedades de limite en forma intuitiva utilizando
representaciones tabulares, gréfica o alguna otra. Por ejemplo,
haciendo uso de funciones como 2, x, 5x, x+1, 3x—1, (x+1)
(—1), D)

(c+1)

Haciendo uso de funciones cuya representacion algebraica son de
laforma: x2,x3, L, 1 vx

)

X X+1

ilustrar las propiedades de limite utilizando los registros tabular y
gréfico.
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes los propositos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Para el alumnado

Basicas

Bittinger, Ma. (2002). Cdlculo para ciencias econdmico-administrativas. Capitulo
2.7 edicion. Addison Wesley.

Larson, R, et al. (2010). Cdlculo 1. Capitulo. 1. 9* edicién. McGraw-Hill.

Stewart, J. (2012). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas. Cap 2. 72
edicion. Cengage Learning.

Complementarias

Leithold, L. (1998). El cdlculo. Capitulo 2. 72 edicion. Oxford University Press.

Purcel,EJ.etal.(2007). Cdlculo. Capitulo 2.9 edicion. Pearson educacién Prentice
Hall.

Stewart, J, et al. (2012). Precdlculo: Matemdticas para el cdlculo. Capitulo 12. 62
edicion. Cengage Learning. Cap. 12,

Para el profesorado

Azcarate,C. etal. (1996). Cdlculo diferencial e integral. Capitulo 1. Editorial Sintesis.

Digitales

UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/.

Fuentes, G. (2021). Procesos infinitos y la nocion de limite. Portal Académico
ENCCH-UNAM.
https://portalacademico.cch.unam.mx/calculo1/procesos-infinitos



EL CONCEPTO DE DERIVADA:
VARIACION Y RAZON DE CAMBIO

Presentacion de la unidad

El estudio del concepto de derivada se inicia en esta segunda unidad. Con base
en el desarrollo de situaciones formuladas en contextos reales o hipotéticos, se
analiza la variacion de funciones polinomiales, de grado no mayor a tres, para
dotar de significado, inicialmente, a la razon de cambio promedio y, posterior-
mente, mediante la asociacion del proceso infinito, a la razén de cambio instan-
tanea. El ejemplificar el concepto de derivada con las funciones polinomiales
mencionadas sienta las bases para centrar el analisis de la relacion entre la
variacion y el comportamiento grafico
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Carta descriptiva

Propésito Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:
14 hrs.

Interpretaré el concepto de derivada a partir del andlisis de la variacion y de la razén de cambio, al resolver
problemas en diferentes contextos cuyos modelos sean funciones polinomiales.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
El alumnado En diferentes * Para la deduccion de la derivada de cada una de las funciones es
contextos, variacion recomendable utilizar al menos dos de las representaciones grafica,
« Reconoce en diversos y razon de cambio tabular o algebraica, considerando lo siguiente:
contextos la variacion y promedio e « Proponer problemas que se puedan modelar por una funcidn
la razon de cambio en instantanea en lineal, resaltando que la intencion del modelo es representar
funciones lineales. Explica simbdlicamente la correspondencia entre las variables involucradas
el significado de la razon * Funciones en el problema y que la razon de cambio de una funcion lineal sea
de cambio y verifica qué es polinomiales de constante.
una constante, a través de grado no mayor a

Plantear problemas cuyo modelo sea una funcion cuadratica para
analizar la variacion, la razon de cambio promedio y a través de un
analisis numérico aproximarse a la razén de cambio instanténea.

procesar la informacion de tres.
las situaciones planteadas.

* Reconoce en diversos Por ejemplo: el movimiento de un objeto en caida libre, el drea de
contextos la variacin y un rectdngulo con perimetro constante, entre otros. Recalcar que
la razén de cambio de las |a razdn de cambio instantanea de una funcién cuadrética es una
funciones cuadréticas en un funcion lineal y que el cambio del cambio de una funcién cuadrética
intervalo dado, a través de es una constante.

procesar la informacion de
las situaciones planteadas.

Presentar problemas que se puedan modelar mediante una funcion
polinomial de grado tres para analizar la variacidn, la razon de

* Reconoce en diversos cambio promedio y la razon de cambio instanténea. Un ejemplo
contextos la variacin y puede ser el volumen de un sélido con area fija. Recalcar que la
la razén de cambio de las razon de cambio instanténeo de una funcion cubica es una funcion
funciones cubicas en un cuadratica y que la razon de cambio del cambio de una funcidn
intervalo dado, a través de cibica es una funcion lineal.

procesar la informacion de

o » Con el fin de enriquecer las actividades anteriores, utilizar una hoja
las situaciones planteadas.

electronica de calculo y obtener la razén de cambio promedio con
Reconoce y deduce intervalos cada vez més pequefios, para promover el uso de un

ala razén de cambio proceso infinito y obtener la razdn de cambio instantanea.
instantanea como el limite

de las razones de cambio
promedio.




Utiliza a los procesos Concepto de

infinitos como una formade | derivada
obtener la razon de cambio * Notacidn.
instantanea de una funcion | o Representacion
polinomial y la interpreta algebraica.

como un limite.

Identifica a la derivada de
una funcién polinomial en
un punto como el limite
de las razones de cambio
promedio.

Interpreta en el contexto de
una situacion o problema
modelado por una funcion
polinomial, la informacion
(ue proporciona su
derivada.

Calcula la pendiente de la
recta tangente en un punto
de la grafica de una funcidn
polinomial, como el limite
de las rectas secantes.

Calcula la derivada de
funciones polinomiales
con grado menor o igual a
tres, en un punto, usando
el limite del cociente de

Fermat:

- m  (fo-f@
X->a X—a

Identifica geométricamente

la relacion de la

representacion de la

derivada en un valor a:

lim fla+x)-fla)
f@=%0 n

con respecto a la
representacion anterior.
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« En el planteamiento de las situaciones problema anteriores se
sugiere hacer énfasis en que la representacion simbélica, permite
evaluar la magnitud del cambio de la variable dependiente con
base en un cambio sufrido por la independiente. Asi el cambio en la
independiente se puede representar como Ax =x,—x,

y a este le corresponde un cambio en la dependiente representada
por Ay =y,~y,

con base en la magnitud de estos cambios es posible caracterizar la
pendiente o razon de cambio de la funcion lineal como el cociente
de diferencias o razén de cambio

- ¥y = f)-f)

cambioenx  Ax x,~X, x,~ X,

« El uso de gréficas poligonales de problemas reales o hipotéticos
asociados a funciones en contextos diversos, por ejemplo, las tarifas
diferenciadas de acuerdo con el consumo de agua, de energia
eléctrica las cuales son funciones discretas, para enfatizar la
importancia de la continuidad, sin realizar un estudio exhaustivo.

* Plantear problemas cuyo modelo sea una funcion cuadrética para
analizar la variacion, la razon de cambio promedio y a través de un
analisis numérico aproximarse a la razén de cambio instanténea,
por ejemplo: el movimiento de un objeto en caida libre, el area de
un rectdngulo con perimetro constante, entre otros. Con el fin de
enriquecer lo anterior utilizar una hoja electrénica de célculo y
calcular la razon de cambio promedio con intervalos cada vez mas
pequeios; para promover el uso de un proceso infinito y obtener la
razon de cambio instantanea.

cambioeny

» Recalcar que la razon de cambio instantanea de una funcion
cuadratica es una funcidn lineal y que el cambio del cambio de una
funcion cuadrdtica es una constante.

* Presentar problemas que se puedan modelar mediante una funcion
polinomial de grado tres para analizar la variacion, la razon de
cambio promedio y la razon de cambio instantanea a través de los
procesos descritos anteriormente, por ejemplo, el volumen de un
solido con érea fija.

« Recalcar que la razon de cambio instantdneo de una funcidn cibica
es una funcion cuadrética y que la razon de cambio del cambio de
una funcidn cibica es una funcidn lineal.
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Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas

« Destacar que las unidades relacionadas a la razon de cambio son
las unidades de la variable dependiente, divididas entre las unidades
de la variable independiente. Relacionar el signo asociado a la razon
de cambio con el crecimiento o decrecimiento de la funcion.

* En el andlisis de la razon de cambio que definen las pendientes de
las rectas secantes, es conveniente utilizar la nocion de limite como
una herramienta para definir la pendiente de la recta tangente a
la curva en un punto dado. Verificar graficamente los resultados
obtenidos.

o Para definir la derivada en un punto retomar los problemas vistos
anteriormente haciendo énfasis que se utilizo el mismo modelo:

P@= lim  (fx)-f(@)

. X->a . x—a_ . )
y considerar la diferencia entre variable y parémetro.

Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccidon de Evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes los propositos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.



Referencias

Para el alumnado

Basicas

Cruse, A. B. et al. (1982). Lecciones de cdlculo. Leccion 4. Fondo Educativo Intera-
mericano.

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. Capitulos 1y 2. 22 Edicion. CECSA.

Warner, S., et al. (2002). Cdlculo Aplicado. Capitulo 1. 22 Ediciéon. Thomson.

Complementarias
Zill, Dennis G. et al. (2011). Cdlculo de una variable. Unidad 4. McGraw—Hill.

Para el profesorado

Azcarate, C,, et al. (1996). Cdlculo diferencial e integral. Capitulo 2. Editorial Sin-
tesis.

Digitales
UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/.
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DERIVADA DE FUNCIONES
ALGEBRAICAS

Presentacion de la unidad

En estaunidad se considerala obtencion de las derivadas de funciones algebrai-
cas por medio de las formulas y reglas de derivacion. Recuperando el concepto
de limite, revisado en las unidades anteriores, el alumnado obtendra las reglas
elementales de derivacion para estas funciones. El contexto de aprendizaje que
se debe privilegiar para desarrollar las actividades de esta unidad es el puramen-
te matematico; la justificacion de las formulas y reglas de derivacion puede rea-
lizarse a partir de procesos de induccion, basandose en analogias geométricas o
enresultados previamente obtenidos, entre otros. Se privilegia la manipulacion
algebraica porque es necesario que el alumnado adquiera destreza en la aplica-
cién de las féormulas y reglas de derivacion.

Dado que hasta el momento se han promovido habilidades operativas, sin
considerar bajo qué condiciones es factible obtener la derivada de una funcion,
alfinal de la unidad se pretende hacer una reflexion sobre la relacién entre con-
tinuidad y derivabilidad y como la primera no garantizala segunda, es decir, que
la continuidad es una condicion necesaria mas no suficiente para la existencia
de la derivada, dandole un sentido a este concepto siguiendo la reconstruccion
didactica3 propuesta en el presente programa.

3 Vid. Supra. Enfoque de la materia, p.6.



|37]

Carta descriptiva

Propdsitos Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:

16 hrs.

Interpretard el concepto de derivada a partir del andlisis de la variacion y de la razén de cambio, al resolver
problemas en diferentes contextos cuyos modelos sean funciones polinomiales.

Aprendizajes

El alumnado

« Obtiene la derivada de
una funcion polinomial
de 1°,2° y 3° grados,
usando la definicion en su
representacion:

f@=

o (Obtiene derivadas utilizando
los dos limites anteriores.

« Explica la relacion entre la
derivada de una funcion
lineal y la pendiente de
la recta; identifica dicha
relacion en el caso de la
funcion constante.

X—a X—a

lim  (flx)-f@)

Tematica

o Derivada de
funciones del tipo
flo) =cx®

* Reglas de derivacion
para:
= Funcidn

constante.

= Funcion lineal.

= Constante por una
funcion.

= Suma de
funciones.

= Producto de
funciones.

= Cociente de
funciones.

= Funciones del tipo
(floe)™ con f(x)
polinomial y un
nimero racional.v

Estrategias sugeridas
o Utilizar la definicion de derivada
o lim (f) - fl@)
SO yoa ™ ama
para obtener derivadas de funciones del tipo f(x) = cx™ con

n natural y ¢ = 1, posteriormente con ¢ # 1, para inferir la
correspondiente regla de derivacion.

Proponer ejemplos para identificar geométricamente la
correspondencia entre diferentes notaciones:

Ax como:x—aoh

Ax como: f(x) — f(a) 0 f(oc + h) — f(x)

Proponer ejercicios utilizando ambos limites con el propdsito de
observar las condiciones que son necesarias para obtener su
equivalencia. Pueden utilizarse funciones polinomiales de grado
menor o igual a tres; una posible orientacion se muestra en el portal
académico.

Utilizar las propiedades necesarias de limites y definiciones de
las operaciones con funciones para justificar algunas reglas de
derivacion, sin ser exhaustivo en el uso.

A través del calculo de la derivada de polinomios con la definicion,
inferir las reglas de derivacion para:

= Funcidn constante.
= Funcion lineal.
= Producto de una constante por una funcion.

- Suma de funciones.
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[dentifica el patron de
comportamiento de
derivadas de funciones del
tipo f(x) = cx™ obtenidas
utilizando la definicion

y determina su regla de
derivacion.

Identifica patrones de
comportamiento de las
derivadas en operaciones
con funciones: suma,

producto, cociente y de » la
forma (f(x)", para obtener

las reglas de derivacion
correspondientes.

Obtiene la derivada de
funciones algebraicas
usando las reglas de
derivacion y la regla de la
cadena.

Identifica a la derivada
como una funcién que
proporciona la pendiente
de la recta tangente en
cualquier punto de la
gréfica de la funcion
original.

Identifica a la derivada
de una funcion como una
funcion que proporciona
la razon de cambio
instantaneo.

» Al calcular la derivada de la funcién f(x) = mx + b identificar el
comportamiento de la recta y hacer un andlisis gréfico cuando m
es positiva, negativa o cero.

o Utilizar la definicion para determinar la derivada de:
foo=cxrconn=+1,42,+ L + 1
2 3
para justificar que la regla de derivacion encontrada también se
cumple para los nimeros enteros negativos y racionales.

« Para orientar el planteamiento de la regla del producto utilizar
un esquema basado en una representacion rectangular, como se
muestra en el Portal Académico.

» Para ejemplificar que la derivada de un producto no es igual
al producto de las derivadas, obtener la derivada de
fe) =5x2 (3 + 4x) realizéndola como el producto de las
derivadas, es decir, sugerir que primero hagan la multiplicacion
y luego deriven para corroborar que no obtuvieron lo mismo y asi
evidenciar que la derivada de un producto no se comporta de igual
manera que la de la suma.

» Laregla del cociente se puede obtener de las siguientes maneras:
= Mediante la definicidn.

= A partir de la regla del producto escribiendo el cociente como
una multiplicacion.

= Obteniendo primero la derivada de——
)

y posteriormente utilizando la regla del producto.

* Del mismo modo que con la multiplicacion, se puede plantear la
solucidn de la derivada de f{x)= ** +4x
5x?
realizandola como la division de derivadas; sugerir que realicen la
division y luego deriven para corroborar que no obtuvieron lo mismo
y asi evidenciar que la derivada de un cociente no se comporta de
igual manera que la de la suma.

» Usar ejemplos de funciones de la forma:

(fo)",n=2,3, ..
y f(x) una funcidn polinomial de primero o segundo grado para
introducir su regla de derivacion a partir de la regla del producto.
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Aprendizajes

« Utiliza la funcion derivada
para resolver problemas en
diferentes contextos.

* |dentifica de manera
intuitiva la continuidad de
una funcion en un punto,
mediante su representacion
gréfica.

* Reconoce en forma intuitiva
que la continuidad es una
condicion necesaria para la
derivabilidad.

Tematica

e Problemas de
aplicacion de
razon de cambio
instantanea, por
ejemplo: célculo de
tangentes, célculo
de velocidades,
entre otros.

« Ejemplos sobre
gréficas de
funciones continuas
y discontinuas.

« Condicion necesaria
de continuidad para
la derivabilidad.

Estrategias sugeridas

« Enfatizar la jerarquia de las operaciones involucradas en la regla
de correspondencia de una funcion algebraica para aplicar
correctamente las reglas de derivacion.

* Proponer problemas que involucren la obtencion de la ecuacion de
la recta tangente en un punto de la gréfica de una funcion.

« Se sugiere utilizar la representacion gréfica de la funcion y que el
alumnado bosqueje la ecuacion de la recta tangente calculada, para
que verifique si es tangente a la funcion en el punto propuesto.

(Se puede verificar utilizando algiin software).

« Resolver problemas sobre velocidades y aceleraciones instantdneas
de un mévil y de tasa marginal, entre otros.

« Resolver ejercicios o problemas de la interpretacion geométrica de
la derivada de funciones algebraicas.

o A partir de la grafica de una funcidn, obtener un bosquejo de la
grafica de su derivada mediante el andlisis de las pendientes de las
rectas tangentes.

« Bosquejar la gréfica de una funcion y la de su derivada, buscando
un primer acercamiento de la relacion que existe entre ellas, por
ejemplo, maximos 0 minimos.

« Presentar las diferentes notaciones usadas en fuentes de
informacidn para la representacion de la derivada:

Py, 24 pyp o
dx dx

« Utilizando la nocidn intuitiva de que una funcidn es continua
si su grafica puede trazarse sin levantar el instrumento de
dibujo y que es discontinua si tiene saltos o estan rotas en
alguna parte de su grafica, ilustrar con ejemplos concretos la
continuidad y discontinuidad de funciones: polinomios, racionales,
trigonomeétricas, exponenciales, valor absoluto, a trozos, etcétera.

o Utilizar ejemplos concretos de funciones:
x5y xs [l fe-tf et al, -1, fe - 4,
a trozos, etcétera, para ilustrar que la continuidad es una condicidn
necesaria para la derivabilidad.
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes a los propodsitos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Para el alumnado

Basicas

Bittinger, M. (2002). Cdlculo para ciencias econdmico-administrativas. Capitulo
3. 7% edicion. Addison Wesley.

Cruse, A. B. et al. (1982). Lecciones de cdlculo. Leccion 12. Fondo Educativo Intera-
mericano.

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. Capitulo 3. 22 edicién. CECSA.

Larson, R, et al. (2010). Cdlculo 1. Capitulo 2. 9 edicién. McGraw-Hill.

Warner, S., et al. (2002). Cdlculo Aplicado. Capitulo 3. 22 Edicién. Thomson.

Complementarias

Leithold, Louis. (1988). Cdlculo para ciencias administrativas, bioldgicas y sociales.
Capitulo 2. Alfaomega.

Zill, Dennis G. et al. (2011). Cdlculo de una variable. Unidad 4. McGraw—Hill.

Digitales

UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/

Leyva, V. H. (2022). Notaciéon de derivada. En Derivada de funciones algebraicas.
Portal Académico ENCCH-UNAM. https://portalacademico.cch.unam.mx/
calculoi/derivada-funciones-algebraicas/notacion-derivada



COMPORTAMIENTO GRAFICO
Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Presentacion de la unidad

La cuarta unidad representa un primer momento de sintesis de los aprendi-
zajes adquiridos en las tres unidades previas. En primer lugar, con base en la
manipulacion algebraica, se enriquece el analisis de la grafica cartesiana de una
funcion, con el propésito de profundizar en la comprension de la relacion existe
entre la funcion original con su primera y segunda derivada. Por otra parte, se
incrementa el entendimiento del concepto de derivada al extender el campo de
sus aplicaciones a situaciones mas complejas, en particular, al aplicarla a proble-
mas de optimizacion; las actividades de aprendizaje se realizan principalmente
en los contextos hipotéticos y reales.
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Carta descriptiva

Propésito Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:

20 hrs.

Contrastard la gréfica de una funcion y sus dos primeras derivadas para obtener informacion sobre el
comportamiento de la funcin; utilizara dicha informacion para resolver problemas de optimizacion.

Aprendizajes

El alumnado:

* Interpreta en forma gréfica
y algebraica los intervalos
donde una funcion es
creciente, decreciente o
constante.

* Deduce a través de un
andlisis grafico, la relacion
existente entre la gréfica de
una funcidn y su primera
derivada: asocia el signo de
la primera derivada con los
intervalos de crecimiento de
la funcidn y la derivada nula
con los puntos criticos.

Deduce a través de un
andlisis grafico, la relacion
existente entre la gréfica de
una funcion y su segunda
derivada: relaciona el signo
de la segunda derivada con
los intervalos de concavidad
y la segunda derivada nula
con un posible punto de
inflexion.

Esboza la gréfica de la
derivada de una funcion
dada la gréfica de la
funcion.

Tematica

« Situaciones que

propician el andlisis
de las relaciones
entre la grafica de
una funcion y sus
derivadas.

Comportamiento
grafico de una
funcion.

= Crecimiento y
decrecimiento de
funciones

= Puntos criticos.
Concavidad.
Maximos y
minimos, criterio
dela1®y2?
derivadas.

= Puntos de
inflexion.

- Grafica de f(x) y
f7(x) a partir de
fl) y viceversa.

Estrategias sugeridas

* Proponer la grafica de una funcién polinomial (sin su regla de
correspondencia) y a partir de la pendiente de la recta tangente
determinar los puntos méaximos o minimos e intervalos donde la
funcion es creciente, decreciente; establecer qué el signo de la
derivada proporciona esa informacion. Se puede emplear para ello
un software de geometria dindmica.

» Proponer funciones facilmente factorizables, como: f(x) = x3 - 3x,
bosquejar la grafica y, a partir de ella, identificar las coordenadas
de los puntos maximo o minimo e intervalos, donde la funcion es
creciente o decreciente.

* Realizar un andlisis gréfico del comportamiento por intervalos, tanto
de la funcion como de la primera y segunda derivadas, para que
con la primera derivada se analice el crecimiento o decrecimiento y
con la segunda los cambios de concavidad de la funcin.

* Construir el bosquejo de la gréfica de la derivada a través de la
gréfica de la funcion y viceversa, ya que permite al alumnado (en
el estudio posterior de la antiderivada) asociar la forma de la curva
con el significado geométrico de la derivada.

« Finalmente, hacer ver que dada la grafica de una funcidn o la de
su derivada, adquiere informacion sobre el comportamiento gréfico
de la otra.



* Calcula los puntos criticos
de una funcion y los
clasifica en maximos,
minimos o puntos de
inflexion.

Analiza el tipo de
concavidad de la funcion
a partir del signo de la
segunda derivada.

Esboza la gréfica de

una funcion utilizando

la informacion que
proporcionan su primera y
segunda derivada.

Infiere que los criterios de la
primera y segunda derivada
sintetizan el analisis
realizado entre las graficas
def, f,f

Resuelve problemas que
involucran maximos o
minimos de una funcion

de acuerdo con el dominio
determinado por la situacion
a modelar.

* Problemas de
optimizacion.

| 43 |

« En cuanto a los problemas de optimizacion, es conveniente iniciar
con problemas cuyo modelo no sea dificil de representar como
una funcion real de variable real, y utilizar en primera instancia,
su grafica para hacer predicciones de acuerdo con el contexto
del problema. Lo anterior permitira al alumnado reforzar sus
conocimientos acerca del dominio y contradominio de las funciones.

* En los problemas que resuelvan el profesorado y el alumnado
de manera conjunta, enfatizar la forma en que la condicion que
establece el problema entre las variables: ancho y largo; radio y
altura, etcétera, permite que la funcion a optimizar se transforme
en una funcion con una sola variable independiente. Por ejemplo:

= Dados dos niimeros cuyo producto sea 72 y la suma del primero
mas el triple del segundo sea maxima.

= El calculo del volumen méximo de una caja que se forma a partir
de un rectangulo haciendo cortes en forma de cuadrados iguales
en las esquinas.

= Minimizar el costo de una lata cilindrica a partir de un volumen
determinado. Con una o dos tapas de material de valor diferente
0 igual al del rectangulo envolvente del cilindro.

= El problema de hallar el radio y altura de un cilindro circular recto
de maximo volumen que se puede inscribir en un cono circular
recto de radio y altura conocidos.

o Es importante no olvidar que la resolucion de problemas es una
metodologia diddctica de los programas, por lo que es conveniente
que en este momento se retomen los elementos necesarios para la
resolucion de problemas, considerando, entre otros, autores tales
como George Polya, Alan Schoenfeld o Luz Manuel Santos Trigo.
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes a los propodsitos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Para el alumnado

Basicas

Bittinger, M. (2002). Cdlculo para ciencias econdmico-administrativas. Capitulo
3. 7% edicion. Addison Wesley.

Cruse, A. B. et al. (1982). Lecciones de cdlculo. Leccién 1. Fondo Educativo Intera-
mericano.

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. Capitulo 4. 22 edicién. CECSA. Cap. 4.

Stewart, J.. (2012). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas. Capitulo 4.
7% edicion. CENGAGE Learning.

Complementarias

Hoffmann, L et al. (1995). Calculo aplicado a la administracién, economia, conta-
duria y ciencias sociales. Capitulo 5. 5* edicion. McGraw Hill.

Leithold, L. (1998). El calculo.Capitulo 5.72 edicion. Oxford University Press. Cap. 5.

Stewart, J, et al. (2012). Precdlculo: Matemdticas para el cdlculo. Capitulo 4. 62
edicion. Cengage Learning.

Swokowski, E.W. (1987). Introduccion al Cdlculo con geometria analitica. Capitulo
1. Grupo Editorial Iberoameérica.

Digitales
UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/
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PRESENTACION DE LA ASIGNATURA DE
CALCULO INTEGRAL Y DIFERENCIAL I

n esta asignatura se concluye el primer acercamiento sistematico y orga-

nizado al estudio del Calculo Diferencial e Integral: se desarrolla el con-

cepto de derivada de algunas funciones trascendentes y se concretan las
ideas fundamentales del Calculo Integral. Para darle sentido a sus conceptos, se
ha considerado establecer el siguiente ciclo de aprendizaje: iniciar con situacio-
nes concretas, cuya modelacion matematica no constituya mayor complejidad.
Posteriormente, continuar el trabajo en un contexto fundamentalmente mate-
matico y concluir con la modelacion de situaciones concretas con el apoyo de
herramientas conceptuales mas refinadas. La aplicacion de estas etapas propor-
cionara las bases para el estudio formal de dichos conceptos, cuando su estancia
en el nivel superior lo requiera.

De manera general, la Unidad 1 de este curso amplia el estudio de la variacion
a algunas funciones trascendentes al obtener la derivada de funciones trigo-
nomeétricas, exponenciales y logaritmicas. En la Unidad 2, retomando los proce-
sos infinitos y mediante el analisis de la acumulacion en diferentes contextos, se
aborda el concepto de integral definida y se presenta el Teorema Fundamental
del Calculo. Durante la Unidad 3 se analiza la idea de antiderivada, se revisan las
formas inmediatas de integracion y los métodos de sustitucion e integracion
por partes. Se finaliza este curso con el analisis de modelos, asociados a diversas
situaciones en contexto, en los cuales la derivada y la integral desemperian un
importante papel en su obtencion y solucion, abriendo nuevas perspectivas de
las tematicas abordadas en esta materia.
Enla siguiente tabla se presentan tanto los propoésitos y como el numero de

horas de cada una de las unidades:

Unidad

Derivada de funciones
trascendentes

La integral definida

La integral indefinida

Modelos y prediccidn

Propésito

Al finalizar la unidad, el alumnado ampliara su conocimiento de la derivada, a las funciones
trigonométricas, logaritmicas y exponenciales y reforzar el estudio de la variacion al resolver
problemas que se modelen con ellas.

Al finalizar la unidad, el alumnado interpretara el concepto de integral definida, analizando situaciones
dadas en diferentes contextos para construir su significado. Relacionara los conceptos de derivada e
integral a través del Teorema Fundamental del Célculo y lo aplicara.

Al finalizar la unidad, el alumnado establecerd, mediante el analisis de situaciones de variacion, la
integral de diversas funciones, utilizaré las formulas inmediatas y algunos métodos de integracion.

Al finalizar la unidad, el alumnado concluira el estudio de la derivada y la integral, con la construccion de

un modelo que las relacione para hacer predicciones sobre el comportamiento de situaciones planteadas.
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Horas

16

16

20

12
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Propésitos del curso

Al finalizar el curso de Calculo Diferencial e Integral II, a través de diversas acti-
vidades orientadas al desarrollo de habilidades, procedimientos y ala compren-
sion de conceptos y métodos, el alumnado:

o Incrementara su capacidad en la resolucion de problemas al apropiarse de
nuevas técnicas y herramientas que proporciona el calculo, en particular,
la representacion y prediccion de situaciones y fenomenos que involucran
variacion.

e Avanzara en la comprension de la derivada, al analizarla en situaciones que
es posible modelar con funciones exponenciales, logaritmicas y trigonomé-
tricas.

» Comprendera la relacion entre la derivada y la integral de funciones, que se
sintetiza en el teorema fundamental del calculo.

e Manipulara adecuadamente las formulas de integracion y los métodos de
sustitucion e integracion por partes.

e Conlamodelacion de situaciones geométricas y de movimiento, entre otras,
relacionara a la integral definida de una funcion, ya sea con el area bajo una
curva o la descripcion del comportamiento de un objeto en movimiento, y
comprendera que puede llevarse a cabo mediante la antiderivada o con un
proceso infinito de aproximaciones numeéricas.

» Sistematizara las diversas interpretaciones de la integral y las utilizara en
la resolucion de problemas relacionados con variacion y con acumulacion.

Evaluacion

Las propuestas de los métodos de evaluacion tienen el proposito de obtener
informacién del desempeno del alumnado en referencia a los aprendizajes
logrados para que identifique sus avances y limitaciones; por su parte, el pro-
fesorado podra enriquecer o modificar la forma de organizacion del proceso de
instruccion utilizado. Un ejemplo de evaluacion consiste en que el alumnado
elabore un portafolio que contenga las actividades llevadas a cabo, los exame-
nes, proyectos, trabajos, tareas, entre otros; realizados a lo largo del curso o por
unidad. Por lo anterior, es indispensable que el alumnado se involucre en el
trabajo en clase.



DERIVADA DE FUNCIONES
TRASCENDENTES

Presentacion de la unidad

En esta primera unidad de la asignatura de Calculo Diferencial e Integral II se
extiende el estudio de la variacion a algunas funciones trascendentes al obtener
la derivada de funciones trigonomeétricas, exponenciales y logaritmicas. La justi-
ficacion de estos resultados se realiza fundamentalmente con el analisis grafico
de la funcion y sus dos primeras derivadas. Con base en la modelacion de diver-
sos fenomenos fisicos, quimicos, biologicos y sociales, entre otros, se contribuye
a una mejor comprension de la derivada de las funciones antes mencionadas, a
la vez que se enriquece el significado del concepto de derivada.
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Carta descriptiva

Propésitos Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:
16 hrs.

Ampliaré su conocimiento de la derivada a las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales y reforzaré el
estudio de la variacion al resolver problemas que se modelen con ellas.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
El alumnado Derivada de « Para la deduccion de la derivada de cada una de las funciones es
funciones recomendable utilizar al menos dos de las representaciones grafica,
« Reconoce la variacion de las | trigonométricas tabular o algebraica, considerando lo siguiente:
funciones seno y coseno, a - Aprovechando el conocimiento obtenido en la Unidad IV de
través de procedimientos * Funciones Célculo I, realiza una primera conjetura de la gréfica de la
graficos, numéricos o trigonométricas y derivada de las funciones seno y coseno apoyandose en el uso de
algebraicos, en diversos el estudio de su software.
contextos. variacion. - B .
« Reconoce que las « Derivada de las - Enla .repre.s’entacmn numérica se sugiere calcular la
derivadas de las funciones funciones seno y apromlmaclon de la derivada, usando una tabla, para valores
trigonométricas involucran COSENo. apropiados.
variacion periddica. o Derivada de las * Presenta situaciones que se modelen mediante estas funciones
o Justifica las derivadas funciones tangente, para motivar la discusion de su variacion. Por ejemplo:
de las funciones seno y cotangente, secante - La profundidad del agua en el puerto de San Felipe B. C. esta
coseno de manera grafica o y cosecante. dada por la funcidn:
alg(?hralca. . o Regla de !a cadena y=3+2.5cos ( . 1,y esta en metros
* (Obtiene las derivadas de para funciones ) 6 _
las funciones tangente, trigonomeétricas Donde ¢ es el niimero de horas’desde !a media qoche.
cotangente, secante y compuestas. Calcular la rapidez con que esta cambiando el nivel del agua a las
cosecante, usando las « Resolucidn de bltigas
derivadas de las funciones problemas en » Calcular mediante una aproximacion numérica los limites
seno, coseno y reglas de diversos contextos. siguientes:
derivacion. lim senh lim 1-cosh

(h—0) h (h—0) h
para encontrar la derivada de las funciones seno y coseno,
mediante su definicidn.

* Presentar problemas que se puedan modelar mediante funciones
circulares para el estudio de la variacion de fendmenos periodicos,
como el péndulo simple, piston oscilante, el movimiento de las
mareas, etcétera.
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* (btiene la derivada de « Presentar situaciones que se modelen mediante funciones
funciones trigonométricas logaritmicas o exponenciales para motivar la discusion de su
compuestas usando la regla variacion. Por ejemplo:
de la cadena. - Se depositan cien mil pesos en un banco que paga 5% de interés

« Resuelve problemas en anual compuesto de manera continua. Suponiendo que se
diversos contextos que reinvierte el capital mas los intereses. Calcula lo que se solicita.

involucran la derivada de

funciones trigonométricas. - Encuentra la cantidad total acumulada en 10 afios.

* Relaciona en diversos = Con qué rapidez esta creciendo el capital a los 10 afios.
contextos la variacion de .
funciones exonenciales « Promover que el alumnado, con el apoyo de la geometria dinamica,
iravés e ro?:e dimientas Derivadas conjeture que la derivada de la funcion exponencial natural es la

i P . de funciones misma funcion.
graficos, numéricos o il o _ . 5 _
algebraicos exponenciales y « Si se utiliza la definicion de la derivada de la funcion exponencial

« Infiere a derivada de las logaritmicas: seria conveniente calcular mediante una aproximacion numérica

* Funciones este limite:
funciones logaritmicas. exponenciales Iom b

« Utiliza la regla de la cadena y logaritmicas y hso ( , )
para obtener la derivada de el estudio de su . _ . 5 _
funciones exponenciales y variacion * Resaltar la importancia de la derivada de la funcion exponencial
logaritmicas compuestas. « Derivada de las como modelo de situaciones de crecimiento, decrecimiento.

funciones: ¢, e, o Se sugllgre que la derivada de la funcion logaritmica sea a través de
2 gt la funcion y = e
, av.

o Derivada de las . Enfat_lzellr las aplllcacn.mes a dllve.rsas dlsclpllna§, como: el
funciones: In(x), decamyento radioactivo, c.rem_mlento 0 decrecimiento dg
In(w), log (x) poblaciones, la ley de enfriamiento, entre otras. Poner ejemplos
log (). ! de disminucion de poblaciones de animales o plantas que pueden
Res;Iuci(m e llevar a la extincion de estos.

[ )
problemas en o Mostrar ejemplos donde se apliquen propiedades de los
diversos contextos. logaritmos que faciliten la obtencion de las derivadas de funciones

logaritmicas aplicadas a algunos productos, cocientes, potencias y
exponenciales, por ejemplo

fog=Ln ( ), 909 = Ln((x-2)>-x*)

2

X
X+1
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes a los propodsitos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Para el alumnado

Basicas

Bittinger, M. (2002). Cdlculo para ciencias econdmico—administrativas. Capitulo
4.7* edicion. Addison Wesley:.

Cruse, A. B, et al. (1982). Lecciones de cdlculo. Fondo Educativo Interamericano.
Leccién 16

Larson, R, et al. (2010). Cdlculo 1. Novena edicién. McGraw Hill. Cap. 5

Stewart, J. (2012). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas. Capitulos 2
y 3.7% edicion. Cengage Learning.

Warner, S., et al. (2002). Cdlculo Aplicado. Segunda Edicion. Thomson. Cap. 4

Complementarias

Leithold, Louis. (1998). El cdlculo. Capitulos 2 y 5. 7% edicién. Oxford University
Press.

Purcel, Edwin J. et al. (2007). Cdlculo. Capitulo 6. 9* edicién. Pearson Educacion
Prentice Hall.

Digitales
UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/.



LA INTEGRAL DEFINIDA

Presentacion de la unidad

En esta unidad se parte de la modelacion de situaciones geométricas y de con-
textos, principalmente de movimiento, en las cuales se presenta la idea de acu-
mulacion y se inicia el estudio del concepto de integral definida. Asimismo, es
importante partir de los procesos infinitos para esbozar la definicion de integral
definida. Para la obtencion de resultados de sumas infinitas debe recurrirse a
las funciones constante y lineal, y con ellas, aportar elementos para presentar
el Teorema Fundamental del Calculo.

Cabe senalar que se estudia, primero, el concepto de integral definida y en la
siguiente unidad el de integral indefinida, pues se busca darle sentido y signi-
ficado a los conceptos matematicos, proporcionando una intuicion concreta al
concepto de integral mediante areas.
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Carta descriptiva

Propdsitos Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:

Interpretard el concepto de integral definida, analizando situaciones dadas en diferentes contextos para construir su 16 hrs.
significado. Relacionara los conceptos de derivada e integral a través del Teorema Fundamental del Calculo (TFC) y
lo aplicara.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
El alumnado El area bajo una « Introducir situaciones problematicas en las que se conoce la
curva velocidad o la tasa instantanea de cambio para motivar la discusion
« Asocia el drea bajo una « El érea bajo la de la acumulacion.
curva con la solucion de grafica de una « Desarrollar problemas que involucren el calculo de distancia,
problemas en diversos funcidn positiva trabajo o presidn, entre otros que se representen mediante una
contextos de una situacion constante o lineal. funcin constante o lineal para que, posteriormente, los analicen
dada. o Aproximacion graficamente y perciban que dichos problemas se pueden resolver
« Realiza aproximaciones numérica al al calcular el &rea bajo la gréfica de esa funcion, auxilidndose de la
para el célculo del area calculo del area figura geométrica respectiva.
bajo una e utiIizaano bajo la gréfipa o Determinar la funcion F(x) del drea bajo las funciones f(x) = x™,
sumas de areas a través de una funcion paran.=o, 1, 2, 3. En un intervalo [o, aJ, donde
de rectangulos usando el positiva, mediante a=0,1,2,3, ..., 10, a partir de aproximar el area mediante
extremo izquierdo o derecho rectangulos. rectangulos inscritos y circunscritos, con bases de igual
de su base. e Calculo del drea longitud, haciendo uso de herramientas como software de
* Reconoce que el método para funciones de la geometria dindmica y la hoja de calculo. Observando el patron de
de aproximacion numérica forma f () = kx" comportamiento de la funcidn F(x) para n =0, 1, 2, 3, determinar
para calcular el &rea es un donde  es una la funcidn F(x), para el drea bajo la funcidn f(x) = x™.
proceso infinito, constante positiva, | o Wgjorar las aproximaciones numéricas del calculo del drea bajo la
» Calcula el drea bajo una paran=1,2,3. curva en un intervalo dado, proponiendo la grafica de una funcidn
curva de la forma * Interpretacion del positiva (sin su representacion analitica) en la que se obtenga
f)=kx",conk>0 signo de la integral una aproximacion por medio de la suma de las areas de figuras
como un limite de sumas con el area bajo rectilineas.
infinitas para n.=1,2y 3, la grfica de una o Utilizar ejemplos concretos para mostrar las propiedades de
en intervalos de [ forma funcion positiva o distributividad de la suma y multiplicacion por una constante de
[0, a]. negativa. la integral definida. En caso de que el profesorado lo considere
o Determina el area bajo La integral definida pertinente puede abordar otras propiedades.
la grafica de una funcion « Definicion.
constante o lineal en « Propiedades:
intervalos de la forma distributividad
[0, x]. de la suma y

multiplicacion por
una constante.




« Reconoce a la integral
definida como el limite de
sumas infinitas.

* Interpreta la relacion que
se establece en el teorema
fundamental del célculo, asi
como los elementos que lo
sustentan.

* |dentifica las ventajas de
usar una antiderivada para
determinar la integral
definida.

« Utiliza las propiedades de la
integral definida.

o Aplica el teorema
fundamental del célculo,
resolviendo integrales
definidas.

« |dentifica que los problemas
propuestos se modelan
considerando un proceso de
acumulacion al calcular el
area bajo una curva.

La funcion

area como una

antiderivada:

o Area bajo la grafica
de la funcion
f©) =t para
n=12,3enel
intervalo [0,x].

Formulacidn

del Teorema
Fundamental del
CGalculo.

Aplicaciones de la

integral definida:

« Area comprendida
entre dos funciones.

e Gélculo de la
distancia a partir de
la velocidad.

* Calculo de una
poblacion a partir de
su tasa instantdnea
de crecimiento o
decrecimiento.

| 55|

Determinar el érea bajo las funciones f(x) =x" paran =1, 2, 3,
en un intervalo [0, a], mediante rectdngulos de bases regulares,
usando el extremo izquierdo o derecho de las bases para acotar el
area. Se puede iniciar con » = 4 y calcular su érea, continuar con
n=5, 6, etcétera y observar el patron de comportamiento del drea
conforme 7 crece.

Realizar el calculo con particiones més finas utilizando una

hoja electronica de calculo. Complementar y verificar los
valores obtenidos con el uso de software dindmico, observando
graficamente como se pueden obtener mejores aproximaciones.

Sefialar que las unidades asociadas a la integral definida es el
producto de las unidades de la variable dependiente y las unidades
de la variable independiente.

Calcular de manera exacta el area de la curva a analizar, analizar
el comportamiento del proceso infinito asociado a la aproximacion
numérica para determinar si tiene un valor limite y cul es éste.

Incorporar la notacion
A=) f0) dt

en la representacion del rea desde a hasta x bajo la grafica

de f(t).

Resaltar la importancia de la continuidad de las funciones para
aplicar el TFC, a partir de que analicen una formulacion de integral
como:

11
x2

o Analizar la relacion entre: la funcion area, la antiderivada y la

integral definida al formular el Teorema Fundamental del Calculo
(TFC).

Proponer problemas que incluyan:
= calculo de areas de la region entre las gréaficas de dos funciones

= calculo de la distancia recorrida a partir de la velocidad,

= aplicaciones relacionadas con extincion de especies, propagacion
de plagas

= apoyandose en el trazo de las graficas correspondientes.
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes a los propodsitos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Para el alumnado

Basicas

Bittinger, M. (2002). Cdlculo para ciencias econdmico—administrativas. Capitulo
5. 7* edicion. Addison Wesley.

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. Capitulo s5. 22 edicién. CECSA.

Stewart, J. (2012). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas. Capitulo 5.72
edicion. Cengage Learning.

Warner, S., et al. (2002). Cdlculo Aplicado. Capitulo 6. 22 Edicién. Thomson.

Complementarias

Goldstein, L.J.et al (1990). Cdlculo y sus aplicaciones. Capitulo 5.4 edicion. Prince
—Hall Hispanoamericana.

Leithold, L. (1998). El cdlculo. Capitulo 7. 7* edicién. Oxford University Press.

Purcel, E. ], et al. (2007). Cdlculo. Capitulo 4. 9 edicién. Pearson Educacién Pren-
tice Hall.

Swokowski, E.W. (1987). Introduccion al Cdlculo con geometria analitica. Capitulo
17. Grupo Editorial Iberoameérica.

Digitales
UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/.



LA INTEGRAL INDEFINIDA

Presentacion de la unidad

Esta unidad inicia con la presentacion del proceso inverso a la derivacion con
problemas donde se plantea como obtener la funcion a partir de conocer su
rapidez de cambio. Para la comprension de las ideas de antiderivada, condicion
inicial e integral indefinida, el trabajo con funciones polinomiales debe ser el
punto de partida. Se prepara al alumnado en el manejo algoritmico al resolver
una diversidad de ejercicios de integracion a través de las formas inmediatas,
para concluir con los métodos de sustitucion e integracion por partes. Al reto-
mar los resultados que presenta el Teorema Fundamental del Calculo, resuelve
problemas de mayor complejidad, que requieren utilizar la integral definida
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Carta descriptiva

Propésitos: Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:

20 hrs.

Establecerd mediante el andlisis de situaciones de variacion la integral de diversas funciones, utilizaré las formulas
inmediatas y algunos métodos de integracidn.

Aprendizajes

El alumnado

* Reconoce el caracter
inverso de las operaciones
de derivacion y
antiderivacion.

Interpreta la relacion
existente entre una
antiderivada y la integral
indefinida, asi como su
notacion.

Construye una tabla de
integrales inmediatas de
funciones algebraicas y
trascendentes.

Reconoce que al
modificarse la condicidn
inicial las funciones difieren
en una constante.

|dentifica la formula de

la integral inmediata que
requiere utilizar para
resolver una integral dada.

Tematica

Antiderivada
(primitiva) de una
funcion.

Definicion de
integral indefinida.

Férmulas inmediatas
de integracion de
funciones:

* Algebraicas:
polinomiales,
racionales y con
radicales.

« Trascendentes:
trigonométricas,
logaritmicas,
exponenciales.

Relacion entre la
condicion inicial
y la constante de
integracion.

Estrategias sugeridas

o Usar la idea de que la derivada y la integral son operaciones
inversas para obtener las formulas inmediatas de integracion.

» Retomar el anlisis grafico como apoyo para visualizar que el
proceso de integracion da lugar a una familia de funciones y
resaltar el papel que juega en ella la constante de integracion.
Se recomienda utilizar algtn software graficador.



Aprendizajes

Tematica
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Estrategias sugeridas

« Resuelve una integral
realizando operaciones
algebraicas pertinentes para
transformar la integral a
una forma inmediata.

Resuelve integrales
realizando el cambio de
variable apropiado.

Reconoce que el método
de integracion por partes
amplia las posibilidades
para integrar algunos
productos de funciones.

Resuelve integrales
empleando el método de
integracion por partes.
Resuelve problemas en
diferentes contextos usando
el método de integracion
apropiado.

Métodos de
integracion:

 GCambio de variable.

* Integracion por
partes.

Problemas
de aplicacion
en diferentes
contextos.

« Mostrar ejemplos donde sea de utilidad realizar operaciones
algebraicas previas a la integracion como:

J x25_x3x dx, [ (x+5)2dx

« Proponer ejemplos que se integren por el método de cambio de
variable donde la diferencial esté completa y algunos donde haga
falta una constante para completarla.

[ 2x(2 +3) dx, [ x(c>+3) dx

* Realizar algunos ejercicios de integracion por partes en donde se
propongan sugerencias sobre la eleccion de y ; posteriormente
presentar ejemplos en donde se invierta la eleccion para determinar
cual de ellas es la mas conveniente, por ejemplo:

[ xsinx)dx, [ x*e<dx

« Proponer ejemplos de integrales donde haya un producto de
funciones donde se observe que no todos los productos de
funciones se integran por el método de integracidn por partes,
como por ejemplo
[ cos ()sin()dx, [ xV(xz+1) dx

* Realizar ejercicios de aplicacion que incluyan areas entre curvas,
trazar sus gréficas y calcular las integrales respectivas.

« Retomar algunos de los problemas sobre distancia, trabajo o presion
resueltos en la unidad anterior y proponer variantes que den lugar a
una funcion no lineal, y resolverlos con la integral definida.
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes a los propodsitos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Para el alumnado

Basicas

Bittinger, M. (2002). Cdlculo para ciencias econdmico—administrativas. Capitulo
5. 7* edicion. Addison Wesley.

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. Capitulo 7. 2% edicién. CECSA. Cap. 7.

Larson, R, et al. (2010). Cdlculo 1. Capitulo 7. 9* edicion. McGraw— Hill.

Stewart, J, (2012). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas. Capitulo 18.
7% edicion. Cengage Learning.

Digitales
UNAM. (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/.



MODELOS Y PREDICCION

Presentacion de la unidad

La cuarta unidad del segundo curso de Calculo Diferencial e Integral presenta
tanto la conclusién de los dos cursos como las perspectivas de desarrollo de los
meétodos y conceptos estudiados, pues se busca proporcionar al alumnado un
contexto donde la integral y la derivada son empleados mas alla del TFC para
consolidar la comprension, manejo y aplicacion de la derivada y la integral al
construir el modelo asociado a diversas situaciones, en las que la derivada de
una funcion es proporcional a ésta. Ejemplos de estos tipos de situaciones son
el crecimiento de una poblacion, desintegracion radioactiva, la ley de enfria-
miento de Newton, asimilacion de un medicamento en el organismo o la pro-
pagacion de una enfermedad. Es importante puntualizar que, aunque este tipo
de planteamientos conduce a una ecuacion diferencial, no se pretende hacer un
abordaje detallado de estas, sino mediante un manejo simple tratar solo ecua-
ciones de variables separables.
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Carta descriptiva

Propésitos Tiempo

Al finalizar la unidad, el alumnado:

12 hrs.

Concluira el estudio de la derivada y la integral, con la construccion de un modelo que las relacione para hacer
predicciones sobre el comportamiento de situaciones planteadas.

Aprendizajes

El alumnado

* |dentifica que cuando la
rapidez de cambio de una
funcidn es proporcional
a la misma, su modelo
es de la forma:

dre)
— kPO

Emplea el método de
separacion de variables para
resolver la ecuacion:

dre)
— kPO

y lo aplica en algunos
ejemplos.

Identifica que la solucion
general del modelo

P(t) = Ce~* es una familia
de funciones definida por
los valores de C.

Tematica

« Situaciones de
variacion cuya
rapidez de cambio
se comporta como:

dre)
— kPO

« Método de
separacion de
variables.

« Condiciones iniciales
aplicadas al modelo
P(t) = Ce*t

Estrategias sugeridas

* Propiciar que el alumnado explore en forma numérica, grafica o
algebraica el comportamiento de diversas situaciones. Por ejemplo,
en el crecimiento de una poblacion, orientarlos a que propongan
los elementos que intervienen en su crecimiento, al sistematizar
sus aportaciones y con preguntas dirigidas, arribar a la tasa de
crecimiento y al hecho de que la rapidez de crecimiento de una
pablacion es proporcional al tamafio de la misma. Por lo anterior,
se requiere usar la simbologia para establecer la relacion entre la
funcion y su derivada, mediante la ecuacion diferencial:

dre)
kPO

Otros problemas que el profesorado podria abordar son interés
compuesto, cantidad de medicamento en el cuerpo.

Analizar la familia de funciones al cambiar los parametros en la
solucion del modelo P() = Ce", utilizando un graficador.

Analizar la rapidez de crecimiento poblacional de una especie y
verificar si es proporcional a la misma, haciendo uso de simuladores
gratuitos como PhET (https://phet.colorado.edu/es/simulations/
natural-selection). Dadas las condiciones iniciales, generar un
modelo que se ajuste al crecimiento de la poblacion y utilizar

el modelo para generar predicciones sobre el comportamiento

de la poblacion.
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Aprendizajes

« (btiene una solucion
particular del tipo
P(t) = P,e*t

e (ue representa a
una situacion dada,
considerando las
condiciones iniciales.

Utiliza el modelo para
hacer predicciones sobre el
comportamiento general y
puntual de la situacion.

Distingue la diferencia en el
comportamiento del modelo
P(t) = P,¢** dependiendo
del signo de y lo que esto
significa en las situaciones
modeladas.

Reconoce la importancia de
las herramientas del calculo
diferencial e integral en la
solucion del modelo

dre)
— kPO

para realizar predicciones.

Tematica

Estrategias sugeridas

« Mencionar, al presentar el método de separacion de variables, que
dt es un incremento muy pequefio, el cual nunca es cero y es
posible multiplicar en ambos lados de la igualdad.

« Realizar predicciones con el modelo P() = Ce*, después de
resolver la ecuacion diferencial.

« Utilizar bancos de datos de facil acceso, por ejemplo, los del INEGI
del tltimo censo sobre la tasa de crecimiento de la poblacidn
del pais.

* Proponer problemas como la cantidad de medicamento en el
cuerpo transcurrido el tiempo, la datacion de un fosil mediante
carbono 14, la depreciacion de un objeto o la ley de enfriamiento
de Newton, para los casos en que k es negativa.

« (tra situacion que se puede abordar cuando  es positiva,
ademas del crecimiento poblacional, es la de un capital invertido
en interés compuesto, modelos simplificados de propagacion de
enfermedades.
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Evaluacion

Siendo la evaluacion el proceso por el cual se pone en evidencia el desarrollo
de habilidades y el logro de los aprendizajes del alumnado, es necesario que el
profesorado ocupe diversos métodos e instrumentos, entre los cuales pueden
senalarse los mencionados en la seccion de evaluacion en la presentacion de
este programa.

Independientemente de los métodos de evaluacion implementados, es in-
dispensable tener presente que la concrecion de la evaluacion de los aprendi-
zajes debe tener como referentes a los propodsitos educativos de la materia, asi
como los propésitos de aprendizaje indicados en cada una de las unidades de
la asignatura.

Referencias

Basicas

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. Segunda Edicién. CECSA. Cap. 10.
Larson, R, et al. (2010). Cdlculo 1. Novena edicion. McGraw Hill. Cap. 6.
Warner, S, et al. (2002). Cdlculo Aplicado. Segunda Edicién. Thomson. Cap. 7.

Complementarias

Goldstein, L.J.et al (1990). Cdlculo y sus aplicaciones. Cuarta edicién. Prince — Hall
Hispanoamericana. Cap. 10.

Hoffmann, L. et al. (1995). Cdlculo aplicado a la administracion, economia, conta-
duria y ciencias sociales. Quinta edicion. McGraw Hill. Capitulo 7.

Digitales

Universidad Nacional Auténoma de México. (2017). Red Universitaria de Apren-
dizaje. https://www.rua.unam.mx/.

Seleccion natural. (s.f.). PhET. https://phet.colorado.edu/es/simulations/natu-
ral-selection



Referencias generales

Bittinger, M. (2002). Cdlculo para ciencias economico—administrativas.7* edicién.
Addison Wesley.

Cruse, A.B. et al. (1982). Lecciones de cdlculo. Fondo Educativo Interamericano.

Hughes, D, et al. (2002). Cdlculo aplicado. 2* edicién. CECSA.

Larson, Ron, et al. (2010). Cdlculo 1. 92 edicion. McGraw Hill.

Stewart, J. (2012). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas. 7* edicién.
Cengage Learning.

Warner, S., et al. (2002). Cdlculo Aplicado. 2? edicién. Thomson.

Complementarias

Goldstein, L. J. et al. (1990). Cdlculo y sus aplicaciones. 4* edicién. Prince —Hall
Hispanoamericana.

Hoffmann, L. et al. (1995). Cdlculo aplicado a la administracion, economia, conta-
duria y ciencias sociales. 5* edicion. Cali, McGraw Hill.

Leithold, L. (1988). Cdlculo para ciencias administrativas, bioldgicas y sociales.
Alfaomega.

— (1998). El cdlculo. 7% edicion. Oxford University Press.

Mochon, S. (1994). Quiero entender el Cdlculo. Un enfoque diferente basado en
conceptos y aplicaciones. Grupo Editorial Iberoamericana.

Purcel, EdwinJ. et al. (2007). Cdlculo. Novena edicién. Pearson educacién Prentice
Hall.

Stewart, J,, et al. (2012). Precdlculo: Matemdticas para el cdlculo. Cenage Learning

Swokowski, Eart W. (1987). Introduccion al Cdlculo con geometria analitica. Grupo
Editorial Iberoamérica.

Thompson, Silvanus P. et al. (2012). Calculo diferencial e integral. McGraw—Hill.

Zill, Dennis G. et al. (2011). Cdlculo de una variable. McGraw— Hill.

Para el profesorado

Azcarate, C, et al. (1996). Calculo diferencial e integral. Editorial Sintesis.

Departamento de Matematica Educativa, C. [@matedu.cinvestav]. (2023, sep-
tiembre 28). Seminario Matemdtica Educativa. Youtube. https://www.youtu-
be.com/watch?v=xHYGOJxAV-s

Filloy, E., et al. (2003). Matemdtica Educativa. “El concepto de infinito: Obstdculo
en el aprendizaje del limite y continuidad de funciones y tangencia, contacto
y la diferencial”. FCE.

Imaz, C. (2010). La génesis y la ensefianza del cdlculo. Trillas.

Moreno Armella, L. (2014a). An essential tension in mathematics education. ZDM
Mathematics Education, 46(4), 621-633. https://doi.org/10.1007/511858-014-
0580-4
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Moreno A, L. & Imaz J,, C. (2014b). Cdlculo: su evolucion y enserianza. Trillas.

Moreno Armella, L. (2014c¢). Educacion Matemdtica: del signo al pixel. Universidad
Industrial de Santander.

—. (2014d). Intuir y formalizar: procesos coextensivos. Revista Educacion Mate-
mdtica, Numero especial 25 Aniversario. Parte III: Nuevos aportes al campo
de la educacion matematica.185-206. https://www.revista-educacion-mate-
matica.org.mx/descargas/Esp-1-9.pdf

—. (2021). The theory of calculus for calculus teachers. ZDM Mathematics Educa-
tion, 53(3), 621-633. https://doi.org/10.1007/511858-021-01222-9.

Polya, G. (2016). Como plantear y resolver problemas. Trillas.

Santos Trigo, M. (2012). El Papel de la Resolucién de Problemas en el Desarrollo
del Conocimiento Matematico de los Profesores para la Ensenanza. Cua-
dernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matemdtica. Ario, 7, Nu-
mero 10, 151-163. https://revistas.ucr.ac.cr/index.php/cifem/article/viewFi-
le/10566/10003

—. (2014). La Resolucion de Problemas Matemdticos: Fundamentos Cognitivos.
Trillas.

— (2024). Problem solving in mathematics education: tracing its foundations and
current research-practice trends. ZDM Mathematics Education, Open Access:
30 abril 2024. https://doi.org/10.1007/511858-024-01578-8

—. (2019). Resolucién de problemas matematicos: Conectando el trabajo de
Polya con el desarrollo del razonamiento digital. En Y. Morales Lopez & A.
Ruiz (Eds.), Educacion Matemadticas en la Américas 2019 (pp. 29—40). CIAEM.
Recuperado de https://www.researchgate.net/publication/343625889 La
Resolucion de Problemas Matematicos Conectando el trabajo _de Pol-
ya_con_el desarrollo del razonamiento digital

— (2028)- Instituto de Educacion y Pedagogia-. Del Trabajo de Polya al razona-
miento digital en la resolucion de problemas matemdticos. Youtube. https://
www.youtube.com/watch?v=KgvwcnaniZY

Schoenfeld, A. H. (2016). Mathematical Problem Solving. Academic Press.

Shilov, G.E. (1980). Cdmo construir grdficas: Los problemas mds sencillos de mdxi-
mos y minimos. Limusa

Digitales

UNAM (2013). Lecciones de cdlculo diferencial e integral. http://objetos.unam.
mx/matematicas/leccionesMatematicas/index calculo.html

— (2017). Red Universitaria de Aprendizaje. https://www.rua.unam.mx/.

Khan Academy. (2024). Differential Calculus. https://www.khanacademy.org/
math/differential-calculus
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