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Presentacion

ara el tercer nimero de la revista Animate, ti-

tulado La ensefianza de Euclides, dieciséis do-

centes del Colegio de Ciencias y Humanidades

comparten nueve articulos sobre diversos en-
foques tedricos, multidisciplinarios y experimentales de
las matematicas.

Por ejemplo, en el articulo “Exploracion de las nociones
sobre frecuencia relativa en estudiantes de bachillerato”,
Sandra Areli Martinez Pérez y Miguel Angel Huerta Vaz-
quez analizan los resultados de una encuesta aplicada
a estudiantes sobre su comprensién del concepto de
frecuencia relativa.

En “Estudio experimental de la variacién directamente
proporcional con resistores conectados en serie”, Francis-
co Alfonso Cruz Lemas, Yuri Posadas Velazquez y Juan Solis
Flores presentan los hallazgos de un equipo de alumnos
del ccH que llevd a cabo este experimento.
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Por su parte, Diego Gonzalez Moreno, en “El algo-ritmo
de Euclides”, explica coémo el método desarrollado por Eucli-
des para calcular el méximo comun divisor de dos nimeros
enteros puede aplicarse a la creacién de ritmos musicales.
Estos llamados "ritmos euclidianos" se caracterizan por dis-
tribuir uniformemente un niimero determinado de golpes
en un intervalo de tiempo.

Esta edicion también incluye colaboraciones sobre las
matematicas y su aplicacion en funciones trigonométricas,
como el estudio del nivel del mar. Ademas, se presenta una
propuesta para la formacién y practica docente en el Cole-
gio, asi como estrategias multidisciplinarias para equipos
interescolares.

La Direccién General del Colegio de Ciencias y Humani-
dadesy el comité editorial de Animate confian en que este
numero contribuira al ejercicio docente en las aulas y fo-
mentara el interés de los estudiantes por las matematicas. b4

Benjamin Barajas Sdnchez
DIRECTOR GENERAL DEL COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES
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Profesionalizacion docente para el
cdesarrolio de estrategias
multidisciplinarias en equipos
interescolares

Por:
Ernesto Marguez Fragoso
Maria del Rocio Flores Marin
ernesto.marquez@cch.unam.mx

Agradecemos al programa paspa de pGaPa v ala unam por los

apovyos para el desarrollo de este proyecto.

RESUMEN
Las funciones racionales son parte de la segunda uni-
dad de Matematicas IV, y se definen como el cociente
de dos polinomios; existen varias aplicaciones en la
vida cotidiana, por ejemplo, se pueden utilizar para el
calculo de velocidades o distancias, el ritmo de trabajo
de personas 0 maquinas e incluso en la medicinay la
economia para modelar escenarios reales, entre otras.
\ ; Respecto de la relevanciay el area de incidencia del
proyecto, es importante mencionar que no solo fue de
corte matematico, también se estudiaron situaciones
de trabajo colaborativo, necesidades de formacion
docente, relaciones sociales entre adolescentes, ma-
nejo de distintos lenguajes y comunicacion digital e
integracion de TAC, entre otros.
Palabras clave: funcion racional, tsunami, multi-
disciplina, proyectos interescolares.
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Dadas las caracteristicas de este proyecto
desarrollado en la Universidad de Siracu-
sa, se eligid para la experiencia en campo
la escuela Jamesville DeWitt High school
(yp) junto con el plantel Sur del Colegio
de Ciencias y Humanidades (ccH), en los
que las actividades se desarrollan a partir
de un esquema multilingiie de espanol,
inglés y lenguaje matematico, para reunir
a estudiantes de bachillerato tanto de Mé-
xico como de Estados Unidos en equipos
internacionales de trabajo colaborativo.

Ademas de los estudiantes, colabora-
ron docentes de ambas instituciones para
el desarrollo, disefio y planeacién de las
estrategias, con el objetivo de lograr que
los temas elegidos se pudieran trabajar a
partir de un proyecto de modelamiento
matematico virtual.

Los modelos matematicos fueron desa-
rrollados a partir de una funcién racional,
ala cual se le aliment6 con datos relacio-
nados con el fenémeno de los tsunamis,
la marea y el tiempo de desplazamiento
desde la fuente hasta la costa. Los mo-
delos matematicos para describir estos
fenémenos fisicos se conciben como ex-
plicaciones racionales para analizar sus
mecanismos, entender y predecir compor-
tamientos similares. Estos estudios son
muy utiles y peculiares porque muestran
el comportamiento del fenémeno, basa-
dos en una légica matematica (Rigalli,
Aguirre, Armendariz, & Cassiraga, 2003).

En ambas escuelas, los jévenes tenian
ya un conocimiento general de funciones
habiendo trabajado del tipo polinomial,

radical y algunas de las habilidades ge-
nerales tales como factorizacién, tabu-
lacién, graficacién y transformacion de
las funciones. Es por eso que se eligi6
un modelo racional simple, en el cual
existian los parametros a y b, los cuales
deberian de ser especificos para cada uno
de los tsunamis a partir de los datos pro-
porcionados o calculados para la marea
y el desplazamiento.

El proyecto se desarrollé en la escuela
JD con un grupo de 23 estudiantes de la
materia de algebra 2, de entre 15y 17
anos, apoyados por el profesor Charles
Clinton, en Nueva York, y por otro lado
con 19 estudiantes coordinados por la
maestra Rocio Flores Marin en el ccH
Sur en la Ciudad de México; el profesor
encargado de coordinar el proyecto en
ambas escuelas fue el profesor Ernesto
Marquez Fragoso, adscrito al ccH Sur,
pero que desarrollaba una estancia de
investigacion en la Syracuse University
en Nueva York. Se trabaj6 en 11 equipos
alos que se les distribuyeron datos de la
Administracién Nacional Oceanica y At-
mosférica de los EE. uu. (NoAA Center for
Tsunami Research - Tsunami Modeling
and Research) de 11 tsunamis distintos,
la mayoria de estos en el continente asia-
tico. El armado de los equipos se realiza
de forma aleatoria, cuidando que sean de
perfiles heterogéneos de alumnos.

Se llevé a cabo el disefio de una fun-
cién sujeta a adaptaciones paramétricas
de la secuencia de aprendizaje y algunas

<<«
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herramientas de apoyo, tales como una
encuesta inicial, una pagina web, algu-
nos videos generales con explicaciones
y bases de datos de los tsunamis para
cada uno de los equipos. Esto se hizo
en formatos o documentos bilingiies, los
cuales representaron un reto para los es-
tudiantes que en algunos casos lograron
trabajar ocupando un segundo idioma.

Conforme se desarroll6 el proyecto se
realizaron algunas modificaciones para
lograr ajustarse a la naturaleza y condicio-
nes existentes. Se cambiaron algunos ele-
mentos de los formatos del cuestionario
de las bases de datos y de los productos
finales solicitados.

Desde el punto de vista matematico,
se observd que, aunque los jovenes tienen
distinta formacidn, poseen similitudes
respecto de la cultura basica matematica
y cientifica, manejan conceptos fisicos
comunes y relacionan facilmente los mo-
delos matematicos con sucesos naturales.
Este pensamiento interdisciplinario y sus
conocimientos algebraicos y cartesianos
fueron piezas fundamentales para desa-
rrollar estas actividades.

Algunas observaciones que se hicieron
fueron las siguientes: aunque eviden-
temente se sienten mas comodos tra-
bajando entre sus comparieros de clase,
se muestran receptivos, expectantes y
emocionados por emprender un proyecto
con jovenes y docentes de otras latitudes,
todos los jévenes estan familiarizados
con los programas de comunicacion, las
herramientas Google de trabajo colabo-
rativo y con algin software para la ela-
boracién de prestaciones, asi como con
la navegacién en internet.

La Universidad de Siracusa, junto con la
preparatoria de Jamesville DeWitt y El ccu
(Colegio de Ciencias y Humanidades, Sur)
invitan a sus estudiantes a realizar una ac-
tividad de investigacién matematica con
un componente social, en donde ademas
de graficar y analizar funciones racionales,
conoceran la cultura y el contexto de jéve-
nes de Nueva York y la Ciudad de México.

CONTENIDO

1. Formacién de grupos de trabajo.

2. Presentacion de los equipos a través
deredes sociales o correo electrénico.

3. Conocimientos previos y herra-
mientas tecnoldgicas.

4. Problema de graficacién de funcio-

nes.

Sesiones de comunicacion.

(92}

6. Presentacion de un video con el
analisis de la actividad, los inte-
grantes y su contexto educativo.

Los equipos contaran con al menos un
estudiante de cada escuela (yp y ccH), los
cuales llenaran un formulario y recibiran
por correo electrénico el formato de la
actividad y el contacto de sus compaiieros
para iniciar el tema.

Todos deberan dar lectura al docu-
mento que describe la actividad e ingresar
al documento en Google Drive para poder
trabajar en conjunto.

De forma individual, cada uno debera
presentarse con una biografia corta, en

-



donde escriban su nombre, ciudad, edad,
familia, pasatiempos, amigos, deportes y
escuela. El tamario del texto recomendado
es de media péagina.

2. Presentacion de los equipos a través
de redes sociales o correo electrénico
Los estudiantes pueden compartir con
su equipo algunas redes sociales para
conocerse mejor. Esto no es obligatorio.
La comunicacién puede llevarse a cabo
solamente por correo o mediante el do-
cumento compartido.

El producto final del proyecto debera
estar integrado en un solo video de méxi-
mo 1:30 min.

Es importante que cualquier apor-
tacion que realicen los estudiantes se
registre en el documento colaborativo
y el resto del equipo pueda comentarlo,
aprobarlo o tomarlo como base para con-
tinuar el proyecto.

3. Conocimientos previos y herramien-
tas tecnoldgicas
Durante la realizacién de estas activi-
dades se revisaran los siguientes temas:
 Funciones racionales
« Dominio y rango de funciones
« Grafica de funciones
+ Recoleccién de datos
« Interpretaciéon de un modelo ma-
tematico
+ Asintotas verticales y horizontales
+ Recursos digitales.

Como se ha mencionado, los equipos
usaran las siguientes aplicaciones para el
desarrollo de la actividad:

Recurso digital Uso recomendado

Correo electronico

Invitacion para formar equipo y un docu-
mento compartido en Google Drive.

Formulario Google

Generar una base de datos de los estudian-
tes participantes en el proyecto.

Drive Generacion de una encuesta final para eva-

luar las actividades.

Para colaborar en el desarrollo de la activi-
Google docs o e

dad con analisis, graficas, etc.
GeoGebra Modelado de Ia funcion racional y analisis.

. Plataforma colaborativa para el desarrollo

WeVideo . L )

de videos con multiples usuarios.
Youtube Plataforma para compartir videos.

4. Problema de graficacion y analisis de
funciones

Un tsunami es una ola o serie de olas que
se producen en una masa de agua al ser
empujada violentamente por una fuerza
que la desplaza verticalmente. Terremo-
tos, volcanes, derrumbes costeros o sub-
terraneos e incluso explosiones de gran
magnitud pueden generar este fendmeno.

Para el modelado matematico, debemos
tomar en cuenta distintos tipos de datos.
¢Qué variables fisicas pueden intervenir
en este suceso?

¢Qué tipo de funciones podemos estable-
cer para entender su comportamiento?

En este caso analizaremos un modelo que
describe la altura de la marea sobre la costa
(f(x)=y) v el tiempo que tarda el tsunami
en llegarala playa (x). El tiempo se medira
en horas (h) y la altura en metros (m).
Se sugiere la siguiente funcién racional:

<<«
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Para entender cémo funciona y qué sig-
nifican los parametros a y b, sugerimos
observar el modelo en Geogebra (puedes
graficar en geogebra.org) y usando desli-
zadores para las constantes a y b, lograras
entender qué significan.

Responde a las siguientes cuestiones:

1. ¢Por qué tenemos una funcién ra-
cional para este caso?

2. Explica qué representan los 4 ex-
tremos de la grafica.

3. ¢Qué sucede cuando se modifica el
valor del parametro a?

4. ¢Qué pasa cuando cambia el para-
metro b?

5. ¢Qué representan las asintotas ho-
rizontales y verticales y como se
encuentran?

6. ¢Como se vera la playa en el mo-
mento en que la funcién se acerca
a la asintota vertical?

7. Realiza una investigacion sobre
algunos tsunamis ocurridos en

anos recientes y reporta los datos
mas relevantes: localizacidn, fecha,
hora del suceso de origen (terremo-
to submarino, erupcién volcénica,
etc.), hora de llegada del tsunami
a la primera costa, altura media y
maxima, etcétera.

8. Elige algunos valores definidos para
ay by realiza una tabla de valores
para las primeras horas después del
sismo (origen del tsunami).

9. Describe el dominio y el rango de
la funcién.

5. Sesiones de comunicacion

Es importante que antes, durante y des-
pués de entender el problema, resol-
verlo y analizarlo, exista comunicacién
constante para saber cual es el avance
del equipo, qué dificultades se tienen,
como pueden integrar imagenes, textos
o pequenios clips al video final, etcétera.

Olaa reducen de \.
e 8 velocidad y == s
compnman
Olaz 2 gran T
ol P e i
B Se tanean
alas S
Propagacidn del

PMaca de tsunami
subduccidn

Gererauitn del

; Imagen: Museo de Ciencias de Puerto Rico
EEwnami
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6. Presentaciéon de un video con el analisis de la actividad,
los integrantes y su contexto educativo

Todos los integrantes del equipo deberan colaborar de forma
activa en la realizacién del proyecto; éste te ayudara a enten-
der mejor el uso y aplicacién de las funciones racionales y
contribuird a desarrollar habilidades de trabajo colaborativo,
asi como al conocimiento de otros contextos académicos.

Rubrica de evaluacién del Proyecto Tsunami
Equipo:

Nivel de desarrollo: Calidad del desarrollo: Alta,

LT Completo, Medio, Incompleto Media, Baja

Biografias

¢Por qué tenemos una funcion racional para este
caso?

Es decir, justifica en términos comparativos la fun-
cion de tipo racional.

Explica qué representan los 4 extremos de la gra-
fica. Estos se relacionan con los niveles de marea
y tiempos.

¢Queé sucede cuando se modifica el valor del para-
metro a?

¢Qué pasa cuando cambia el parametro b?

¢Qué representan las asintotas horizontales y ver-
ticales y como se encuentran?

¢Como se vera la playa en el momento en que la
funcion se acerca a la asintota vertical?

Realiza una investigacion sobre algunos tsunamis
ocurridos en anos recientes (3 eventos es suficiente) y
reporta los datos mas relevantes: localizacion, fecha,
hora del suceso de origen (terremoto submarino,
erupcion volcanica, etc.), hora de llegada del tsunami
ala primera costa, altura media y maxima, etcétera.

Elige una pareja de valores definidos paraay by
realiza una tabla de valores para las primeras horas
después del sismo (origen del tsunami).

Describe el dominio y el rango de la funcion que
ustedes crearon.

Desarrolla aspectos sociales relacionados con el
tsunami

¢Como trabajo en equipo?

Edicion del producto

ANI P04 ATE
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Es viable el desarrollo de actividades con
esquemas como el que se presenta, en
donde no sélo intervienen varios idiomas
sino diferentes contextos, espacios, profe-
sores y formas de trabajo de los docentes
y los alumnos. A diferencia de una clase
tradicional, en donde se puede ver un
poco de teoria y posteriormente algunos
ejemplos y graficas, en esta experiencia
vivencial se puede asumir un aprendizaje
significativo, no sélo por la interaccién
entre pares sino por el fomento a la auto-
nomia, tanto en la investigacién como en
la toma de decisiones en todas las etapas
del proyecto. Ademas, los alumnos que-
dan altamente motivados con perspecti-
vas relacionadas con el tema o estudios
profesionales del ambito cientifico y con
conocidos y amigos de otros paises, lo
cual amplia su panorama profesional.

En términos del docente, la forma-
cién profesional se ve enriquecida no
sOlo a partir de la teoria del aprendizaje
colaborativo y el uso de diversas apli-
caciones tecnoldgicas de aprendizaje y
comunicacién, sino también en la prac-
tica de estrategias diversas a su contexto
original, elementos de seguimiento, de
retroalimentacién y de evaluacion de las
actividades y los aprendizajes. Particular-
mente, se emplearon diversos modelos
de coensefnanza como: uno ensefia-uno
observa, paralela y coensefianza en equi-
po (Friend & Cook, 2014).

En perspectiva, es importante dar con-
tinuidad y compartir con los docentes
de nuestras instituciones, en cada uno
de nuestros paises, tanto la experiencia
v los materiales y videos desarrollados

como la bisqueda continua de un desa-
rrollo profesional en diversos ambitos, el
gusto por el desarrollo de investigaciones
v la necesidad del trabajo conjunto con
la posibilidad del apoyo de docentes y
alumnos de diversas instituciones a nivel
internacional.

Los modelos planteados por los alum-
nos describen los parametros de ubica-
cién de las asintotas de forma adecuada,
aunque el entendimiento y la explicacién
de los modelos es muy simple y debera
fortalecerse en versiones posteriores.

Ejemplos de trabajos de los estudiantes:
https://sites.google.com/u/o/d/1WB-
SaWzNHbTBBPqrBU8hJ8679vU39U1Pe/
preview

FRIEND, M., & Cook, L. (2014). Interac-
tions: Collaboration Skills for School Pro-
fessionals. Pearson.

RIGALLI, A., Aguirre, C., Armendariz, M.,
& Cassiraga, G. (2003). Formulacién
de modelos matemadticos de fendmenos
biol4gicos. Rosario.

VERA, J., & Moreno, N. (2012). Propuestas
de actividades con TAc para el aprendi-
zaje. (C. I. Leer.es, Ed.)


https://sites.google.com/u/0/d/1WBSaWzNHbTBBPqrBU8hJ8679vU39U1Pe/preview
https://sites.google.com/u/0/d/1WBSaWzNHbTBBPqrBU8hJ8679vU39U1Pe/preview
https://sites.google.com/u/0/d/1WBSaWzNHbTBBPqrBU8hJ8679vU39U1Pe/preview

Comunidades profesionales de

aprendizaje: una propuesta para
mejorar la formacion y practica
cdocente de los profesores de
matematicas del CCH-UNAM.

Por:
Huerta Vazquez Miguel Angel!
Martinez Pérez Sandra Areli2

RESUMEN/ABSTRACT:
Este articulo propone la implementacion de comunidades profesiona-
les de aprendizaje (CPA) como estrategia para mejorar la formaciony
practicas de ensenanza de los profesores de matematicas del Colegio de
Ciencias y Humanidades (CCH) de la UNAM. Se argumenta que las CPA
pueden subsanar las deficiencias de la formacion docente tradicional,
al ofrecer espacios colaborativos y reflexivos para el desarrollo de un
conocimiento matematico para la ensefanza mas robusto y situado.
Se fundamenta tedricamente las CPA, destacando sus caracteristicas
y beneficios reportados en estudios previos. Luego, presenta una
propuesta de diseno e implementacion de una CPA en el CCH-UNAM,
basada en ciclos iterativos de planeacion, puesta a prueba y analisis
de secuencias didacticas. Se sugieren estrategias para promover la
reflexion docente y una metodologia de investigacion cualitativa para
documentar los efectos de la CPA.

Se espera que la participacion en la CPA fortalezca los conocimientos
y practicas de ensenanza de los profesores, adoptando una postura
reflexiva y valorando el aprendizaje colaborativo. En el plano tedrico
se busca aportar evidencias sobre los procesos de construccion del
conocimiento docente en el contexto de una CPA. Se concluye que las
CPA son una herramienta valiosa para mejorar la formacion docente
en matematicas en el CCH-UNAM.
Palabras clave: Comunidades profesionales de aprendizaje, Formacion
docente en matematicas, Reflexion docente.
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" Profesor de Asignatura de-
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INTRODUCCION
La ensefianza de las matematicas en el
Colegio de Ciencias y Humanidades (ccH)
delaunam es un pilar fundamental para
la formacién integral de los estudiantes.
Sin embargo, la formacién inicial y con-
tinua de los profesores de esta drea ha
enfrentado desafios que requieren aten-
cién; en particular es una problematica
que atraviesa a todos los subsistemas de
educacién media superior en México.

Al respecto, hasta el afio 2014 la mayo-
ria de los docentes en México no recibian
una preparacién adecuada en matemati-
cas y su didactica, lo que se reflejaba en
su practica (Sosa & Ribeiro, 2014). Los
programas de formacién disponibles en
casi todos los subsistemas publicos de
bachillerato suelen ser esfuerzos aislados
y desarticulados, con poco impacto en la
mejora de la ensefianza.

Ante esta problematica, las comu-
nidades profesionales de aprendizaje

AN

(cpa) emergen como una estrategia pro-
metedora para el desarrollo profesional
docente. Estas comunidades se definen
como agrupaciones de profesores que
comparten propoésitos, se responsabilizan
mutuamente por el aprendizaje de sus
estudiantes, colaboran para mejorar su
practica y participan en la toma de deci-
siones (Sowder, 2007). Diversos estudios
han documentado los beneficios de estas
comunidades para fortalecer los cono-
cimientos y habilidades pedagdgicas de
los docentes (Chauraya & Brodie, 2017;
Dogan et al., 2016).

1 Fundamentacion tedrica

1.1 La formacion docente en matematicas
en el CCH-UNAM

El ccu-unam fue creado en 1971 con un
modelo educativo innovador que bus-
caba fomentar el aprendizaje activo y la
autonomia de los estudiantes. Sin em-
bargo, desde sus inicios ha enfrentado

—
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dificultades para conformar una planta
docente con la formacién pedagogica y
disciplinaria requeridas. La mayoria de
los profesores contratados eran egresa-
dos universitarios sin experiencia en la
ensefianza y con poco conocimiento del
nuevo modelo (UNAM, 2019).

Alo largo de su historia, el ccH-uNaM
ha implementado diversos programas de
formacién docente, tales como el Centro
de Didactica, el Programa de Superacién
Académica y la Maestria en Docencia para
la Educaciéon Media Superior (MADEMS).
No obstante, estos esfuerzos han sido
insuficientes y fragmentados. Los profe-
sores los perciben como desconectados
de su practica y con poco impacto en la
mejora de su ensefianza (UNAM, 2019).
En el caso especifico de matematicas, la
falta de una formacién sélida en la dis-
ciplina y su didactica sigue siendo un
desafio pendiente.

2.2 Comunidades profesionales

de aprendizaje

Una comunidad profesional de aprendi-
zaje se entendera como una agrupacion

en la cual se comparten propdsitos, ge-

neralmente con el entendimiento de que
los docentes son responsables unos con
otros por lograr sus metas; coordinar sus
esfuerzos para asegurar el aprendizaje
de los estudiantes, aprender juntos para
mejorar su practica y compartir responsa-
bilidades para la toma de decisiones sobre
asuntos pertenecientes a la mencionada
comunidad (Sowder, 2007, p. 185). Se
caracterizan por,

Compromiso colectivo para apren-
der y aplicar nuevos conocimientos.

Relaciones profesionales intensivas
entre participantes.

Revisién de las practicas docentes
de los comparieros.
Altos niveles de participacién en

la reforma del sistema educativo.

Estas comunidades operan bajo la premi-
sa de que el aprendizaje docente se cons-
truye socialmente, a través del didlogo y
la reflexién sobre experiencias auténticas
de la practica. Al compartir conocimien-
tos, planear juntos, observar sus clases

S

-
-
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y analizar el trabajo de los estudiantes,
los profesores desarrollan una compren-
sion mas profunda de la ensefianza y el
aprendizaje (Chauraya & Brodie, 2017).
Diversos estudios han reportado los
beneficios de las comunidades profesio-
nales de aprendizaje. Dogan et al. (2016)
encontraron que los docentes que parti-
cipan en ellas tienden a ampliar sus co-
nocimientos disciplinarios y pedagdgicos,
a transitar de practicas tradicionales a
enfoques basados en la indagacion, y a
enfocar su ensefnanza en el aprendizaje
de los estudiantes. Por su parte, Chauraya
y Brodie (2017) documentaron cémo el
trabajo en estas comunidades ayudé a
profesores de matematicas a mejorar la
comprension conceptual de sus alumnos
a través del disefio de tareas que promo-
vian el razonamiento y la discusién.

1.2 La reflexion en las comunidades profe-
sionales de aprendizaje

Un elemento clave que distingue a las
cpA es la reflexion sistematica sobre la
practica. Desde las perspectivas de Dewey

La reflexion permite

d

l0s docentes examinar
Criticamente sus creencias
y acciones, identificar
areas de mejora, resolver
problemas y construir

NUevo conocimiento a partir

de la experiencia.

(1989) y Schon (1983), la reflexion permi-
te a los docentes examinar criticamente
sus creencias y acciones, identificar areas
de mejora, resolver problemas y cons-
truir nuevo conocimiento a partir de la
experiencia.

Schon (1983) distingue entre la ‘re-
flexién en la accién’, que ocurre durante
la practica y permite tomar decisiones
inmediatas, y la ‘reflexién sobre la accién’,
que implica un andlisis retrospectivo para
aprender de lo vivido. Ambos tipos de
reflexién son fundamentales en las co-
munidades profesionales de aprendizaje,
ya que favorecen la toma de conciencia
de los saberes tacitos y su transformacion
en conocimiento profesional explicito y
compartido.

2 Propuesta de implementacion

2.1 Diserio de una comunidad profesional
de aprendizaje

Se propone conformar una cpa con profe-
sores de matematicas del ccH-unAM, con
el propésito de fortalecer su formacién y
practica docente a través de la reflexion

ANI P04 ATE
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y la construccién colaborativa de conoci-
mientos. La comunidad operara bajo los
siguientes principios:

« Participacién voluntaria y compro-
miso con el aprendizaje individual
y colectivo.

« Foco en problematicas auténticas
de la ensenanza de las matematicas
en el ccH.

+ Clima de confianza, respeto y apoyo
mutuo entre los participantes.

« Produccién conjunta de recursos y
estrategias didacticas.

+ Reflexion sistematica sobre la prac-
tica, sustentada en evidencias del
aprendizaje de los alumnos.

+ Acompafiamiento de expertos en
educacién matematica que orienten
el proceso.

Una forma de organizacién sugerida
seria seguir un ciclo iterativo de ‘Ensefian-

ANI 04 ATE

za-Reflexion’ (Huerta-Vazquezetal., 2022),
que comprende las siguientes etapas:

1. Planeacién/reflexién colectiva:
Los profesores disefian colaborati-
vamente una secuencia didactica
sobre un tema o habilidad matema-
tica, considerando las dificultades
de aprendizaje de sus alumnos y
estrategias para atenderlas.

2. Puesta a prueba/reflexién indivi-
dual: Un profesor implementa la
secuencia en su aula, mientras los
demas observan y registran eviden-
cias del pensamiento y desempefio
de los estudiantes.

3. Andlisis-sintesis/reflexion colecti-
va: El equipo se retine para discutir
los hallazgos de la puesta a prueba,
identificar fortalezas y areas de me-
jora de la secuencia, y reflexionar
sobre sus implicaciones para la
ensefnanza vy el aprendizaje de las
matematicas.

Este ciclo se repetiria a lo largo de un
periodo lectivo, abordando diferentes te-
mas y habilidades matematicas relevan-
tes para el curriculum del ccH. Se espera
que la experiencia de planear, probar y
analizar conjuntamente estrategias didac-
ticas ayude a los profesores a profundi-
zar su conocimiento matematico para la
ensefianza y a desarrollar practicas mas
efectivas y centradas en el aprendizaje.

2.2 Estrategias para promover la reflexion
Para favorecer procesos reflexivos pro-
ductivos en la comunidad, se proponen
las siguientes estrategias:



+ Usar protocolos estructurados de
discusién que orienten el didlogo
hacia la evidencia del aprendizaje
de los alumnos y el andlisis de la
practica docente.

- Apoyarse en artefactos de la practica
(planes de clase, videos, produccio-
nes de los estudiantes) para anclar la
reflexion en situaciones concretas.

« Plantear preguntas abiertas que in-
viten a los profesores a explicitar
su pensamiento, justificar sus de-
cisiones y considerar perspectivas
alternativas.

+ Modelar y promover una actitud de
indagacién y autocritica, en la que
los errores se vean como oportuni-
dades de aprendizaje.

« Propiciar la construccién de cone-
xiones entre la experiencia vivi-
da vy los marcos tedricos sobre la
ensefanza y el aprendizaje de las
matematicas.

Asimismo, se buscaria que la reflexién
trascienda el andlisis puntual de las se-
cuencias didacticas y abarque también
aspectos mas amplios de la identidad y
el desarrollo profesional de los docentes.
Para ello, se promoveran espacios de es-
critura reflexiva individual y de didlogo
sobre temas como la visién de las mate-
maticas, las creencias sobre la ensefianza
y el aprendizaje, los retos de la practica
y las metas de mejora.

3 Metodologia de investigacion

Para documentar y analizar el funcio-
namiento y los efectos de la comunidad
profesional de aprendizaje, se proponen

Se pbuscaria que la

reflexion trascienda el
analisis puntual de las
secuencias didacticas

y abarque también

aspectos mas amplios

de la identidad y el

desarrollo profesional de

los docentes.

estudios cualitativos con un disefio de
investigacién-accidn participativa. Este
enfoque permitira a los profesores asumir
un rol activo en la generacién de conoci-
miento sobre su propia practica y desarro-
llo profesional, ayudando a que los profe-
sores generen investigaciéon académica.
El estudio se llevaria a cabo con una
muestra intencional de 6-8 profesores
de matematicas del ccH-unaM que par-
ticipen voluntariamente en la comuni-
dad durante un semestre. Se emplearan
técnicas de recoleccién de datos como:

+  Observacién participante de las se-
siones de la comunidad y de clases.

« Entrevistas semiestructuradas in-
dividuales y grupales con los pro-
fesores.

« Analisis documental de planeacién,
materiales didacticos y produccio-
nes de los alumnos.

« Diarios reflexivos de los partici-
pantes.
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El andlisis de los datos se realizara
mediante un proceso inductivo de codi-
ficacién tematica, buscando identificar
patrones y relaciones en las experiencias
y percepciones de los profesores para me-
jorar su practica docente.

4 Resultados esperados y discusion

Se espera que la participacién en la cra
tenga un impacto positivo en los cono-
cimientos y practicas de ensefianza de
los profesores de matematicas del ccH-
uNAM. En particular, se prevé que los
docentes profundicen su comprensién
de conceptos matematicos clave y sus
estrategias de ensefanza, especialmente
en torno a la funcién cuadratica; desarro-
llen habilidades para disefiar y analizar
tareas matematicamente, que fomenten
la resolucién de problemas; fortalezcan su
capacidad para observar y retroalimentar
el pensamiento de los estudiantes; adop-
ten una postura reflexiva y critica sobre
su propia practica, buscando la mejora
continua; valoren el aprendizaje colabo-
rativo y el intercambio de experiencias
con colegas como medio de desarrollo
profesional.

Estas comunidades ofrecen un
espacio para la reflexion critica,
la colaboracion entre paresy el
aprendizaje significativo.

5 Conclusiones
Las comunidades profesionales de apren-
dizaje (cra) son una estrategia promete-
dora para la formacién y desarrollo pro-
fesional de los profesores de matematicas
del ccH-unAM. Estas comunidades ofrecen
un espacio para la reflexion critica, la co-
laboracién entre pares y el aprendizaje
significativo, lo que puede contribuir a su-
perar las limitaciones de los modelos tra-
dicionales de capacitacién, mejorar la cali-
dad de la ensefianza de las matematicas y
promover la innovacién en la ensefianza.
La implementacion de las cpa en el
CCH-UNAM requiere del compromiso de la
direccion del Colegio, la participacion de
los profesores y la disponibilidad de tiem-
po y recursos. Se recomienda realizar un
estudio piloto, desarrollar un programa
de formacién para los profesores y crear
una plataforma online para facilitar la co-
municacién y el intercambio de recursos.
En definitiva, las cpa pueden ser una
herramienta valiosa para mejorar la for-
macién y el desarrollo profesional de
los profesores de matematicas del ccH-
uNAM, lo que a su vez puede contribuir
a mejorar la calidad de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. b4
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RESUMEN
El presente estudio es una exploracion para responder la pregun-
ta ¢como entienden el concepto de frecuencia relativa los estu-
diantes de bachillerato? Se analiza la pregunta de un cuestionario
aplicado a 22 estudiantes de bachillerato (17-18 anos) que habian
llevado un curso de probabilidad. Las respuestas se categorizaron
para determinar los patrones presentes que permitan ofrecer
caracteristicas de sus conocimientos. Los resultados del analisis
revelan que los estudiantes tienen un concepto espontaneo de
la frecuencia relativa, sin alcanzar el concepto cientifico corres-

pondiente. Se analizan las causas de este resultado.

Palabras clave: nociones, frecuencia relativa.




INTRODUCCION

La probabilidad es importante en la cien-
cia, en la tecnologia y en la vida diaria,
por lo que se ha ganado un lugar en el
curriculo de matematicas de todos los
niveles escolares. Aunque se introdu-
cen algunos temas de probabilidad en
el nivel basico y en el medio basico, es
en el bachillerato donde los estudiantes
se enfrentan al problema de adquirir un
conocimiento mas sistematico del tema.
Uno de los objetivos de la ensefianza de
la probabilidad en los niveles basicos es
que los estudiantes distingan entre fe-
némenos deterministicos y fenémenos
aleatorios. Como los fenémenos aleato-
rios abarcan una cantidad inmanejable
de fenémenos, los diferentes enfoques
de la probabilidad (clasico, frecuencial,
subjetivo) delimitan subclases de ellos
(Gillies, 2000). El enfoque clasico abarca
s6lo los fenémenos cuyo espacio muestral
es equiprobable y su ensefianza se pres-
cribe en el nivel medio basico. En cambio,
el enfoque frecuencial cubre una clase
mas amplia de fenémenos aleatorios y
da lugar al concepto de frecuencia relati-
va; dicho enfoque suele ser tratado en el
bachillerato. El enfoque subjetivo abarca
una clase atin mas grande de fenémenos,
pero no se recomienda en los planes de
estudio del bachillerato. Como el con-
cepto de frecuencia relativa esta ligado al
enfoque frecuencial de probabilidad, y es

propio del nivel bachillerato, nos pregun-
tamos: ;Cémo entienden el concepto de
frecuencia relativa los estudiantes de este
nivel? ;Logran retener las propiedades de
la frecuencia relativa? Como un avance
en las respuestas a estas preguntas, en el
presente estudio presentamos una parte
de los resultados de un experimento de
disefio (Martinez-Pérez, 2022) cuyo ob-
jetivo fue explorar el razonamiento de
los estudiantes durante actividades de
resolucion de problemas sobre el enfoque
frecuencial de probabilidad.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En los cursos introductorios de bachi-
llerato los temas de probabilidad v esta-
distica se estudian de manera separada;
sin embargo, en los andlisis estadisticos
se debe poner en juego el razonamiento
probabilistico pues este permite mane-
jar situaciones de incertidumbre y va-
riabilidad intrinsecas de los fenémenos
que estudia la estadistica. Una forma de
involucrar la incertidumbre vy la varia-
bilidad en las clases de probabilidad es
organizando situaciones y planteando
problemas en los que se generen datos
que sigan una distribucién desconocida,
y los estudiantes tengan que analizarlos
para obtener conclusiones, por ejemplo,
estimar probabilidades de eventos.
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Por lo anterior, consideramos que se
debe investigar como pueden razonar los
estudiantes cuando enfrentan problemas
que vinculen probabilidad con estadistica
y que el enfoque frecuencial debe ser bien
estudiado.

El concepto de probabilidad, desde un
enfoque frecuencial, se construye directa-
mente sobre las nociones de experiencia
aleatoria, evento y frecuencia relativa de
un evento (Batanero, et al., 2005). El razo-
namiento acerca del enfoque frecuencial
contrasta con el de probabilidad clasica y
ninguno de ellos se realiza por comple-
to si no se entiende adecuadamente su
relacion. Finalmente, se suele juzgar ala
probabilidad frecuencial como empirica o
experimental, en contraste con el acerca-
miento tedrico (clasico) y se sugiere que
la probabilidad frecuencial es mas cercana
a la realidad (Ireland y Watson, 2009).

En esta problematica se inscribe el
presente trabajo, es decir, se propone ex-
plorar cuales son las nociones del con-
cepto frecuencia relativa que tienen los
estudiantes de bachillerato con el pro-

El concepto de probabilidad,
desde un enfoque frecuencial,
se construye directamente
sobre las nociones de
experiencia aleatoria, evento
y frecuencia relativa de un
evento.

poésito de formular objetivos e hipétesis
de aprendizaje.

ANTECEDENTES
Serrano et. al. (1996) realizaron un estu-
dio sobre la interpretaciéon que hacen 277
alumnos de bachillerato de enunciados
de probabilidad desde el punto de vista
frecuencial. También se menciona que
en Serrano (1993) y Serrano y Batanero
(1994) se sugieren, como posibles fuentes
de obstaculos al aprendizaje, la heuristica
de la representatividad (Kahneman et
al,, 1982), el sesgo de equiprobabilidad
(Lecoutre, 1992) vy la interpretacién inco-
rrecta de enunciados de probabilidad en
su acepcidn frecuencial. Concluyen que
un grupo importante de alumnos que ma-
nifiestan dificultades en la interpretacion
frecuencial de una probabilidad propor-
cionan a los profesores informacién sobre
posibles dificultades en la interpretacién
de estos enunciados, extendiendo los re-
sultados de las investigaciones de Konold.
Por otro lado, en Sanchez y Valdez
(2014) se destacd la componente pre-



diccidén / incertidumbre de las

‘grandes ideas’ de la probabilidad que * |

propuso Gal (2005), componente que
prefigura la ley de los grandes ntimeros
(LeN). En particular, exploraron tareas
similares al problema ntimero 10 del
presente estudio, en los que, debido a
que el tamano de la muestra es peque-
fio, la incertidumbre es alta. Aunque la
version matematica de la LN es tema
de cursos universitarios de probabilidad,
con la ayuda de recursos tecnolégicos se
han vislumbrado trayectorias para incluir
versiones empirico-virtuales de dicha ley
en la ensefanza basica.

La investigacion sobre las interpre-
taciones de probabilidad clasica vy fre-
cuencial proporciona un marco propicio
para el estudio de las concepciones de los
estudiantes acerca de las ideas clave en
probabilidad (Jones et al. 2007).

La articulacién de las interpretaciones
de probabilidad es importante para un
razonamiento probabilistico adecuado.
Borovnick y Kapadia (2014) afirman que
para construir conceptos solidos de las
intuiciones emergentes se requiere una
combinacién juiciosa de las tres inter-
pretaciones de la probabilidad (clasica,
frecuencial, subjetiva).

MARCO CONCEPTUAL

Dado que en este estudio nos interesan
las nociones sobre frecuencia relativa,
tomaremos la siguiente definicién: sea
un evento en un espacio muestral, la fre-
cuencia relativa de eslarazoén, siendo el
numero de resultados en los que ocurre el
evento A, y el nimero total de resultados
del experimento.

Vygotsky (1995) distingue los con-
ceptos espontaneos de los conceptos
cientificos. Los primeros los adquiere el

nifio en el curso de sus experiencias en
la vida diaria, sin mediar una instruccién
sistematica; en cambio, los segundos son
aquellos que proporciona la escuela, y su
aprendizaje requiere de una disposiciéon y
voluntad deliberada por parte del apren-
diz. Un estudiante que ha adquirido un
concepto es consciente y tiene control
de él. Es decir, puede verbalizarlo (des-
cribirlo o caracterizarlo) y verlo inmerso
en un sistema mas amplio de conceptos.
Nuestra hipétesis es que los estudiantes
conservan un concepto espontaneo de
experiencia aleatoria, es decir, basado
en el conocimiento de la vida diaria de
fendémenos cuyos resultados no pueden
predecirse; pero no han construido un
lenguaje técnico para describir y carac-
terizar las experiencias aleatorias de ma-
nera cientifica.
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METODO

Participantes. Un grupo de 22 estudiantes
de un bachillerato publico de la Ciudad
de México, eran de sexto semestre (17-
18 afios) y ya habian cursado Estadistica
y Probabilidad I, en este estudiaron los
temas de estadistica descriptiva y pro-
babilidad.

Instrumento. Una pregunta de un cues-
tionario de ocho preguntas se analiza en
este informe. Se siguié el formato del
estudio de Dantal (1998) quien formula
de manera directa: ;Qué entiendes por...?
Este pregunta por los conceptos de “expe-
riencia aleatoria, evento y probabilidad”
Nosotros, en lugar de preguntar, ;qué en-
tiendes por evento?, preguntamos por la
nocion de frecuencia relativa. Este cambio
obedece a que queremos centrarnos en
los conocimientos que sobre el enfoque
frecuencial de probabilidad puedan ex-
presar los estudiantes. La aplicacion del
cuestionario se realizé en el contexto de
un experimento de disefio en el que los
estudiantes resolvieron un problema no
rutinario de probabilidad (Martinez-Pérez

y Sanchez, 2022).

No se esperaba que respondieran con
la definicién precisa, pues tenemos la
hipétesis de que un curso como el que
llevaron no aseguraria que los estudiantes
se apropiaran de tales conceptos a partir
de su definicién. Mas bien esperamos que
los estudiantes acomodasen estos nuevos
términos a sus nociones del sentido co-
mun, ya sea como resultado de su curso
previo, o de manera espontanea durante
el proceso de resolucion de la tarea. Las
preguntas dan la oportunidad de que las
respuestas ofrezcan indicios del enfoque
frecuencial de probabilidad. Asi, respues-
tas avanzadas a las tres preguntas podrian
incluir rasgos de este enfoque; por ejem-
plo, se podria mencionar que la frecuencia
relativa consiste en el nimero de veces
que ocurre un evento entre el ntimero de
veces que se repite la experiencia.

Procedimiento de anadlisis. Las res-
puestas a la pregunta se codificaron y
categorizaron como se recomienda en
los primeros pasos de estudios de Teo-
ria Fundamentada (Birks y Mills, 2015),
pero cabe aclarar que no se propone una
teoria como lo recomienda el método de
dicha teoria, ademas de que solo se estan
explorando las nociones que tienen los
estudiantes.

Inicialmente buscamos palabras o
ideas que fueran comunes y se colocaron
en codigos, este proceso de agrupacién
de respuestas se plantea en la Teoria Fun-
damentada propuesta por Birks y Mills
(2015).

RESULTADOS
Ocho estudiantes (36 %) se acercan a
la definicién de frecuencia relativa (por



ejemplo, en la respuesta de E1 a continua-

cién), ya sea como el cociente de la “fre-
cuencia absoluta entre el nimero de da-
tos”, o como “porcentaje de la frecuencia
absoluta’Dado a que se refiere al cociente
de una frecuencia relativa como “ntimero
de datos”, no es claro si diferencian entre
la probabilidad clasica y la frecuencia re-
lativa. Es decir, es posible que algunos de
ellos se refieran con “frecuencia absoluta”
alos “casos favorables” de un suceso que
seguramente escucharon cuando llevaron
el curso de probabilidad y estadistica. De
las respuestas restantes, en tres (14 %) se
responde que la frecuencia absoluta (ver
la respuesta de E7) es “la frecuencia del
suceso”, y en dos (9 %) reconocen que
es un cociente de la frecuencia absolu-
ta, pero sin mencionar el denominador
(E17). En tres casos no se responde y las
seis respuestas restantes (27 %) ofrecen
ideas erréneas al concepto (como E13).
Nuevamente, un rasgo relevante es que,
excepto por la respuesta de E13, ninguna
respuesta alude a la repetibilidad de las
experiencias.

Las situaciones de juegos
de azar, con muy pocas
exigencias conceptuales,
permiten plantear
problemas significativos
para los estudiantes y
definir, calcular e interpretar
probabilidades.

Es el resultado que se da entre la frecuen-
cia absoluta de un determinado valor y el
nuamero total de datos (E1).

Es el nimero de veces que puede ocurrir
un evento (E7).

Cociente de la frecuencia absoluta (E17).
Una serie de hechos que se repiten cons-
tantemente (E13).

CONCLUSIONES

Los resultados confirman la hipétesis de
que los estudiantes tienen un concepto
espontaneo de frecuencia relativa. La
instruccién que recibieron no fue ade-
cuadamente orientada para que lograran
crear un lenguaje técnico para referirse a
la frecuencia relativa, ubicandola en un
sistema de conceptos.

El uso didactico de los juegos de azar
como un contexto paradigmatico para
plantear problemas de probabilidad tiene
un doble efecto. Por un lado, las situa-
ciones de juegos de azar, con muy pocas
exigencias conceptuales, permiten plan-
tear problemas significativos para los es-
tudiantes y definir, calcular e interpretar
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probabilidades. En efecto, los conceptos
de espacio, muestra, casos favorables y
posibles a un evento y probabilidad cla-
sica, e incluso probabilidad frecuencial,
son entendibles para los estudiantes uti-
lizando situaciones de monedas, dados y
urnas. Esto permite que los estudiantes se
formen un concepto espontaneo de una
experiencia aleatoria; espontaneo porque
lo utilizan en la practica, pero no son ca-
paces de distinguirlo como un concepto
cientifico, es decir, de verbalizarlo e in-
sertarlo en un sistema de conceptos. Las
situaciones de juegos de azar ocultan las
propiedades de una experiencia aleatoria,
debido a la familiaridad de los estudiantes
con los objetos aleatorizadores (monedas,
dados y urnas) y a la facilidad de mani-
pularlos; de esta manera propician mas
la accién que a la reflexion.

El éxito que se alcanza al utilizar di-
dacticamente los juegos de azar, al lograr
que los estudiantes utilicen diagramas de
arbol u otros recursos y calculen proba-
bilidades utilizando el enfoque clasico,
se vuelve impotente frente a situacio-
nes contextualizadas en las que antes
de hacer calculos es necesario modelar
la situacién (Pfannkuch y Ziedins, 2014).
En consecuencia, es necesario que la en-
sefianza no se reduzca a situaciones de
azar, sino que se amplie el universo de
situaciones a aquellas que exigen un tra-

bajo de modelacidn, pero para lograrlo los
estudiantes deben alcanzar un concepto
cientifico de experiencia aleatoria y su-
perar su concepto espontaneo de ella.

Una limitante para este trabajo es que
quiza se cuestiond a los estudiantes sobre
el concepto y no se pidié que dieran algiin
ejemplo para constatar que realmente
tienen o no la nocién de frecuencia
relativa. M4
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Resumen
El propdsito de la Unidad Il (Variacion directamente proporcional y fun-
ciones lineales) de Matematicas |, en el Colegio, es que el alumno modele
y analice situaciones que involucren la variacion entre dos cantidades, en
los casos en que la razon de sus incrementos sea proporcional; para ello
utilizara los registros tabular, grafico y algebraico, con la finalidad de que
se inicie en el estudio de la variacion, la idea de relacion funcional, sus
conceptos asociados y continue la comprension del lenguaje algebraico
como la representacion de la generalidad (DGCCH 2016). Ubicandonos
en este contexto, compartimos una secuencia en la que se estudia la
elongacion de un resorte como ejemplo de una funcion lineal.

Palabras Clave: Elongacion, Funcion lineal
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En el Colegio de Ciencias y Humanida-
desla ensefianza de las matematicas esta
orientada hacia la formacién de estruc-
turas de pensamiento que permitan al
alumno comprender, manejar diferentes
recursos para resolver problemas, utilizar
e incluso construir relaciones de cantidad
y de formas espaciales, asi como percibir
la necesidad de argumentar sus afirmacio-
nes. Por lo cual la matematica brindara al
alumno una formacién basica que incluye
el desarrollo de habilidades y secuencias
para que pueda obtener y apropiarse por
si mismo de nuevos conocimientos (ccH,
20006, pag. 18).

Con base en lo anterior, y para dar
oportunidad a los alumnos de que puedan
realizar conjeturas, reflexiones, genera-
lizar y construir conocimientos signifi-
cativos en matematicas v asi elevar la
calidad del aprendizaje al mismo tiempo
que fortalecer el quehacer pedagégico en
el aula, nosotros creamos, disefiamos,
aplicamos y redisefiamos secuencias di-
dacticas; sin embargo, este trabajo no
esta completo sin la adecuada difusidn,
por lo que en este escrito compartimos
una secuencia didactica que consiste en
la elongaciéon de un resorte; creemos que
esta secuencia es importante para enfocar
actividades propias de las matematicas, al
modelar fendmenos del mundo real; ésta
permite a los alumnos adquirir y cimentar
sus conocimientos, ya que les ayuda a
incrementar habilidades necesarias para
su desarrollo personal, ofreciendo de esta
manera una formacién integral basica.

En matematicas, la resoluciéon de pro-
blemas como secuencia fundamental del
aprendizaje permite revisar los contenidos

a través de problemas de diversa indole,
dando contextos de aplicacién y referen-
tes que facilitan la comprension de estos.

Se sugiere la aplicacién de esta se-
cuencia al concluir el tema de Variacién
directamente proporcional y después de
ver el concepto de Funcioén lineal, para
reafirmar y visualizar conocimientos ted-
ricos vistos en clase o al inicio de este
tema para propiciar preguntas genera-
doras de conocimiento.

PROPOSITO
Proporcionar una secuencia didacti-
ca multidisciplinaria incorporando las
ciencias experimentales, para apoyar a
que los alumnos logren los aprendizajes
propuestos.

DESARROLLO

A continuacién presentamos la secuencia
didactica enriquecida con lo observado
en las aplicaciones.

I. PROGRAMA
Unidad tematica: Unidad 2. Variacion
directamente proporcional y funciones
lineales.

Propdsito(s) de la unidad: Al finalizar la
unidad, el alumno modelara y analizara
situaciones que involucren la variacién
entre dos cantidades en los casos en que
la razén de sus incrementos sea propor-
cional; utilizando los registros tabular,
grafico y algebraico, con la finalidad de
que se inicie en el estudio de la variacién,
laidea de relacién funcional, sus concep-
tos asociados y continte la comprension
del lenguaje algebraico como la represen-
tacién de la generalidad.
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Aprendizaje(s): El alumno

1. Modela con la expresién y=mx+b, una
variacion relacionada entre dos varia-
bles con rapidez de variacién constante
y condicidn inicial (0, b)

2. Dada una variacién que se modela con
una funcioén lineal, el alumno calcula es-
tados especificos de la variacion, su rapi-
dez de cambio y estado inicial, empleando
sus representaciones grafica y analitica.
Tema(s): Representacién analitica de una
funcién lineal.
Analisis algebraico y grafico de una funcion
lineal
+ Identificacion de los elementos
definitorios de una funcién lineal
empleando las representaciones
graficas y analiticas:
+ Condicién inicial.
+ Rapidez de variacion.

II. SECUENCIA

Tiempo didactico: Una sesién de dos

horas.

Organizacion: Trabajo individual y por

equipos.

Desarrollo y actividades:

Fase de apertura

El profesor da una breve explicacion de

la actividad y establece los parametros

que se deben incluir en la elaboracién del

reporte experimental final (reporte tipo

articulo); posteriormente proporciona la

rubrica de evaluacion a los alumnos para

que consideren los aspectos a evaluar.
Los alumnos forman de 4 a 6 grupos

de trabajo, utilizando la técnica de rejilla.

Materiales:
Alumnos (proporcionado por el labora-
torio del Area de experimentales):
+ Soporte universal.
+ Resorte de 15 cm de longitud.
+ Masas de 50g.vy 100 g.
+  Flexémetro..
Profesor:
+ Proyector.

Fase de desarrollo:
+ Los alumnos toman fotografias del
proceso experimental (opcional).
« En un soporte universal se instala
una varilla metalica por medio de
una nuez, en la cual se suspende un
resorte en su extremo libre como se
muestra en la figura de la derecha.
Proceso de medicion:
+ Con el flexémetro se mide la lon-
gitud inicial del resorte con una
masa suspendida de 50 g.

_r...:l
~ |
Doble nuez NS b,

Varilla metalica

Resorte

Soporte universal | | |
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+ Posteriormente, se suspende del resorte otra masa de 50 g, bajo
este arreglo se mide nuevamente su longitud, ahora con la masa
suspendida obteniendo una longitud final ., de esta manera la
deformacion estara dada por ( lf—l0 ).

 Elproceso de medicién de las deformaciones debido al aumento
de masa (cada 50 g) se repite hasta llegar a 1 Kg (eso es recomen-
dable para obtener una muestra significativa), posteriormente
los alumnos llenan la siguiente tabla:

Longitud (I.-1) Masa (9)

50
100
150
200
250
300
360

1000

+ Los alumnos realizan una grafica en papel milimétrico, identifi-
cando el modelo matematico del experimento.

Nota: Las funciones que se esperan son una aproximacion al compor-
tamiento del fenémeno, debido al margen de error en las mediciones
y al procedimiento que realizan los alumnos para obtenerlo, en cuyo

caso (de ser necesario) el profesor los orientara a plantear el modelo
matematico.
Fase de cierre:
Profesor:
- Instala el proyector y la computadora con la hoja de calculo.
+ Con los datos medidos se realiza una grafica de deformacion vs
masa (la construccién de la grafica debera proyectarse con la

finalidad de que los alumnos aprecien el comportamiento del
fenémeno).

+ En Excel por el método de “minimos cuadrados” se calcula la
linea de tendencia (Modelo matematico).

+ Los alumnos deben realizar el reporte del experimento conforme
a lo sefialado.
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Comentarios adicionales: A criterio del profesor se le puede dar una

breve introduccién del uso de Excel para ajustar lineas de tendencia.

Evaluacién:

Rubrica para evaluar el trabajo experimental "Funcion lineal"

Rubros

Presentacion del tra-
bajo

2 puntos

El equipo entrega el
reporte con los para-
metros establecidos
en clase

1 punto

El equipo entrega el
reporte con parame-
tros incompletos

O puntos

El equipo no presenta
el reporte o presenta
unreporte en hojas de
cuaderno

Introduccion

La teoria esta encami-
nada a la explicacion
del fenomeno, dando
pie alareflexionyala
solucion de preguntas
generadoras

Relaciona un poco la
teoria con la actividad
experimental realizada

Carece de introduccion

Descripcion de la parte
experimental

Cada etapa del expe-
rimento se describe
detalladamente, mos-
trando imagenes con
Su respectivo pie de
imagen

Cada etapa del experi-
mento se describe de
manera superficial

El reporte carece de la
fase de desarrollo

Participacion en la
actividad experimen-
tal (esta seccion debe
evaluarse con los cir-
terios que los alumnos
aporten).

El alumno participa
en el desarrollo de la
actividad, involucran-
dose totalmente en el
desarrollo de la misma

La participacion del
alumno se limita a ser
espectadory tiene ac-
titudes de simulacion

El alumno no es par-
ticipe del experimento

Participacionenla ela-
boracion escrita del
reporte (esta seccion
debe evaluarse con los
criterios que los alum-
nos aporten).

El alumno participa in-
tegramente en la ela-
boracion del reporte
escrito

El alumno tiene par-
ticipacion parcial en
la elaboracion del re-
porte

El alumno no tiene
participacion alguna
en la elaboracion del
reporte
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Lista de cotejo para evaluar el calculo tedrico-experimental del reporte

Indicadores Si(2 puntos) Parcialmente No (o puntos)
(1 punto)

Comprende la situacion fisica
del problema

Es capaz de relacionar la si-
tuacion fisica del problema
con un modelo matematico

Hace dibujos de la situacion
fisica

Sobre los dibujos, es capaz
deidentificar las fuerzas que
actlan en el sistema fisico

Interpreta fisicamente el re-
sultado matematico

RESULTADOS GENERALES
La secuencia se aplicé en los grupos al concluir el tema

de Variacion directamente proporcional y después de ver

el concepto de funcién lineal para reafirmar y visualizar .

conocimientos tedricos vistos en clase; esto permitid

revisar los contenidos, dando un contexto de aplicacién ——

y referentes que facilitan la comprension de los apren-

dizajes propuestos en las unidades del curso. e
Asi mismo, después de la secuencia se proporciond

una sesidon mas, para aclarar que la idea abstracta de —
la matematica es precisa en teoria, sin embargo, en la
naturaleza no se puede hablar de exactitud, sino de
buenas aproximaciones que se ajusten al fenémeno
estudiado; dar este planteamiento a los alumnos deja
una ensefianza significativa y multidisciplinaria con
ciencias como la Fisica.

Los aprendizajes logrados en esta activad fueron:

+ Modela con la expresién y =mx + b, una variacién
relacionada entre dos variables, transitando en la
etapa de exploracién, por representaciones tabu-
lares y graficas.
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Como ya se menciond anteriormente,
la secuencia se evalu6 con una ribrica,
los resultados obtenidos se muestran a
continuacion.

Resalta que se tiene el 100% de la
participacién de los alumnos en la acti-
vidad experimental, esto destaca que a los
alumnos les motiva realizar experimentos
en donde apliquen, reafirmen vy rectifi-
quen el modelo matematico y de esta
manera se propicien los conocimientos
significativos, por lo que consideramos
necesario reemplazar el “aula teérica”
de clases por un “taller de matematicas”

Por otra parte, se tiene gran participa-
cién en la elaboracién del reporte escrito
y en su mayoria comprenden la situaciéon
fisica del problema, y lo representan tan-
to en tablas como en graficas; se muestra
que al alrededor del 61% de los alumnos
son capaces de relacionar la situaciéon
fisica con el modelo matematico, 34%
so6lo lo hace parcialmente y un 5% no es
capaz de relacionarlos.

Ademas, sélo un equipo de 5 alum-
nos no incorpord una introduccién en su

Es importante resaltar la
rigueza de secuencias como
esta, que permite al alumno
establecer relaciones entre
cantidades desconocidas

y modelar fenomenos del
mundo real.

trabajo, 2 alumnos no participaron para
la elaboracién del reporte con su equipo
v 3 no pueden interpretar el resultado.

El promedio de las calificaciones es de
8, aproximadamente 16 puntos de veinte
y la calificacién mas alta es de 9 (18 de
20 puntos) y la mas baja es de cuatro (un
alumno).

Es importante resaltar la riqueza de se-
cuencias como ésta, que permite al alum-
no establecer relaciones entre cantidades
desconocidas y modelar fenémenos del
mundo real, incluye aprendizajes con-
ceptuales, procedimentales, aptitudinales
(tales como la capacidad de iniciativa, de
resolver problemas, trabajo en equipo y
creatividad), actitudinales (ser sociable,
dinamico, comprometido, cooperativo,
etc.) entre otros.

CONCLUSIONES

Dentro de la ensefianza del algebra es
comun encontrarse con dificultades en
la asimilacién de los conceptos y desarro-
llo de algoritmos, principalmente por la
negativa de los alumnos al abordar tales



labores complejas; una de las excusas que
prevalecen es la nula aplicacién inmedia-
ta de estos conocimientos en actividades
practicas; sin embargo, en las ciencias
tedricas y experimentales como Fisica,
Biologia y Quimica, es habitual encontrar
aplicaciones de estos temas de matemati-
cas en los estudios mas rigurosos y forma-
les, razon por la cual es conveniente hacer
experimentos que muestren las aplica-
ciones de esta ciencia y de esta manera
los alumnos observen su importancia en
la validez de los resultados que presen-
tan las mismas, dando a la matematica
el lugar principal que se merece y no el
papel discreto, complejo y aburrido que
suele asignarsele; es necesario hacer de
la matematica una ciencia aplicable e
incluso experimental en la docencia, asi
como reemplazar el aula tedrica por un
taller activo de Matematicas.

Esta forma de trabajo favorece la mul-
tidisciplinariedad, ademas de incorporar
habilidades, valores y actitudes como son
el trabajo en equipo, pensamiento critico,
buena comunicacién oral y escrita, capa-
cidad de identificar y resolver problemas,
responsabilidad y actitud emprendedora,
entre otras. M4

REFERENCIAS

ALLEN, R. (2008). Algebra intermedia. Mé-
xico: Pearson.

DGCCH (2016). Programas de estudio,
Area de Matematicas, Matematicas
I-1v. https://www.cch.unam.mx/sites/
default/files/programas2016/MATEMA-
TICAS-I-1v.pdf.

GARCIA, M. (2005). Matematicas I para
preuniversitarios. México: Esfinge.

MILLER, Charles D., Heeren, Vern E.,
Hornsby, John. (2013). Matematica:
razonamiento y aplicaciones (12° ed.).
México: Pearson. Addison Wesley.

NCTM, (1970). Coleccion: Temas de Mate-
madticas. Medida. Nimero 15. México:
Editorial Trillas.

POLYA, G. (1981). Como plantear y resol-
ver problemas (1° ed., 9® reimpresion).

México: Trillas.

34

ANIpOJATE



https://www.cch.unam.mx/sites/default/files/programas2016/MATEMATICAS-I-IV.pdf
https://www.cch.unam.mx/sites/default/files/programas2016/MATEMATICAS-I-IV.pdf
https://www.cch.unam.mx/sites/default/files/programas2016/MATEMATICAS-I-IV.pdf

Estudio experimental de
|la variacion directamente
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RESUMEN

En este trabajo se presenta una propuesta expe-
rimental para estudiar la variacion directamente
proporcional mediante un arreglo de resistores
conectados en serie; concretamente, midiendo con
un 6hmetro o multimetro el valor de la resistencia
eléctrica en funcién del numero de resistores co-
nectados . Se presentan los datos obtenidos por
un equipo de alumnos. Se emplearon 10 resistores
del mismo valor. El coeficiente de correlacion entre
y es Yy el valor calculado para (la pendiente de la
recta) solo difiere 0.4% con respecto al valor no-
minal de los resistores utilizados.

Palabras clave: resistor, serie, proporcionalidad
directa, variables, modelacion y resistencia eléctrica.
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INTRODUCCION

Los modelos matematicos tienen una
utilidad capital no sélo en las matemati-
casy las ciencias experimentales como la
fisica, sino también en disciplinas como
la ingenieria, la cibernética, la medicina
y muchas otras. Gran parte del avance
cientifico y tecnolégico de los siglos xx
y xx1 se deben a las diferentes técnicas
proporcionadas por las matematicas.

Para Blomhgj (2004: 21), un modelo
matematico es una relacién entre objetos
matematicos, por una parte, y por otra un
fenémeno de naturaleza no matematica.
En este sentido, es vital vincular las ma-
tematicas con situaciones o realidades de
otras disciplinas. Principalmente, en el
caso del proceso de ensefianza-aprendiza-
je, para que el alumno relacione el pensa-
miento abstracto de las matematicas con
las situaciones concretas que presenta
un fewzndémeno fisico o un problema
relacionado con su cotidianeidad.

Blomhgj (2004: 26-28) propone la mo-
delizacién de una relacién de proporcio-
nalidad directa -a través de relacionar
el flujo de agua en funcién del tiempo-
para sentar las bases cognitivas para el
aprendizaje del concepto funcién y de las
distintas representaciones relacionadas
con la recta obtenida en un grafico.

Por otra parte, Macias y Romo (2014:
463) identifican cuatro fases para dise-
fnar actividades didacticas basadas en la
modelaciéon matematica: la eleccién del
contexto extra-matematico, la naturaleza
de la actividad, la eleccién y descripcién
del modelo matematico en uso, y la des-
cripcién de los conocimientos y técnicas
necesarias para resolver la actividad.

\
¥
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La propuesta que se presenta para el
estudio de la variacién directamente pro-
porcional parte de un fendmeno fisico:
en un arreglo de resistores conectados
en serie, el valor de la resistencia total o
equivalente () es igual a la suma de las
resistencias eléctricas de los resistores
que forman el arreglo:

R=R +R ++R (1)

Una demostracion de este principio
puede verse, por ejemplo, en Young y
Freedam (2014: 205-206) 0 Wlson y Buffa
(2020: 602-603).

La demostracion experimental de la
ecuacion (1) se encuentra en Gutiérrez,
Garcia y Mata (2019: 99-107) o en Hidalgo
y Medina (2009: 209-211).

Consideramos, con Blomhgj, que
una actividad basada en la experimen-
tacion facilita la adquisicion de las bases
cognitivas para entender los conceptos
relacionados con la variaciéon de propor-
cionalidad directa.

Ademas, siguiendo a Macias y Romo,
la propuesta que realizamos sirve como
una actividad didactica, ya que se cumple
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con un contexto extra-matematico (un
fenémeno fisico), la actividad tiene una
naturaleza experimental, se ha elegido un
fenémeno donde las variables guardan
una relacién lineal y se tienen ubicados
los conocimientos y técnicas requeridos
para llevar a cabo la actividad: represen-
tacidn grafica y tabular, ademas de los
conceptos de variaciéon y proporcion entre
dos magnitudes.

Consideramos que la modelacién de
fenémenos fisicos es una herramien-
ta tutil, tanto en la comprensién de los
conceptos vinculados a las matematicas,
como en la comprension de aquéllos.

PROPOSITO

La propuesta experimental consiste en
la medicién de la resistencia eléctrica
(R) para un arreglo de n resistores co-
nectados en serie. La finalidad es que los
alumnos observen el patrén aditivo en
una variaciéon directamente proporcio-
nal: al aumentar el nimero de resistores
se incrementa el valor de la resistencia
eléctrica (R). Ademas, pueden realizar
una representacion tabular y grafica de
los valores medidos.

0
71\

Con los datos anteriores es factible
obtener el modelo matematico entre las
dos variables estudiadas: la resistencia
eléctrica y el nimero de resistores.

TEMATICAS

La propuesta apoya las tematicas siguien-
tes de la Segunda Unidad de la asignatura
de Matematicas I:

+ Representacién tabular de la va-
riacion directamente proporcional
entre dos magnitudes.

+ El patrén aditivo en una variaciéon
directamente proporcional.

APRENDIZAJE
La propuesta apoya el aprendizaje si-
guiente de la misma unidad y asignatura:
+ Traduce en una tabla de valores al-
gunos “estados” correspondientes a
la descripcién verbal de la variacion
directamente proporcional entre
dos magnitudes.

MATERIAL Y EQUIPO
En la figura 1 se muestra el material y
equipo a utilizar:

+  Un multimetro digital u 6hmetro de
3 2 digitos con una precision de *
0.5 Q, con sus respectivas puntas
de conexidn.

+ Una tableta de experimentacién
electrénica (protoboard).

- Diez resistores con el mismo valor
de resistencia eléctrica (se sugiere
de 1 kQ) de % o % kilowatt y una
tolerancia del 5 %.
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PROCEDIMIENTO

1. Mover el cursor del multimetro
u 6hmetro en la escala adecuada
para medir resistencia eléctrica (por
ejemplo, en la escala de kiloohms).

2. Insertar un resistor en dos ranuras
diferentes del protoboard (figura 2)
vy medir el valor de la resistencia
eléctrica, colocando cada punta del
multimetro u 6hmetro en la respec-
tiva terminal del resistor.

3. Conectar otro resistor en serie
con el del punto anterior (figura
3) vy medir el valor de la resistencia
eléctrica. Conectar mas resistores
en serie hasta completar diez (fi-
gura 4). Con cada nueva adicién
de resistores, medir la resistencia
eléctrica. Agrupar las mediciones
en una tabla y graficar el valor de
la resistencia eléctrica (R) versus el
namero de resistores (n).

RESULTADOS Y ANALISIS

En la tabla presentada a continuacién se
consignan las mediciones realizadas por
los alumnos para el valor de la resisten-
cia eléctrica en funcién del ntimero de
resistores colocados.

TABLA |. Resistencia eléctrica versus numero de
resistores

Resistencia eléctrica
equivalente
R, (k Q) £ 0.0005 kQ

NuUmero de
resistores (n)

Resistencia eléctrica
equivalente
R, (k Q) £ 0.0005 k2

6 s |

Numero de
resistores (n)

7 e
s fre
9 s |

La grafica resultante se muestra en
la figura s. Si se realiza el analisis de re-
gresion lineal, el modelo matematico
que relaciona la resistencia eléctrica y
el nimero de resistores (n) es:

R = (0.995 RQ)n - 0.0047 RO
Con un coeficiente de correlacion de
0% =0.9999

Dado que se utilizaron resistores de
5% de tolerancia, el valor de la pendiente
(0.995 kQ) se encuentra dentro del inter-
valo esperado: (0.950 k), 1.050 RQ)). La or-
denada al origen (0.0047 kQ) es pequefiay
no representa mas del 0.5 % con respecto
al valor minimo medido. Por lo tanto, la
correlacion entre Ry n es excelente, por lo
que la propuesta experimental es adecuada
para demostrar la relacién de proporcio-
nalidad directa entre estas dos variables.

En la Tabla I también es posible ob-
servar “el patrén aditivo en una variacién
directamente proporcional” (vid. supra
tematica), porque el incremento de una
unidad (un resistor mas conectado en el
arreglo) en n, implica el mismo aumento
(sélo que en otra unidad de medida) en
la variable R.
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Ahora bien, si se tabulan como en la
Tabla 11 las diferencias entre los valores
consecutivos de ny de R, se muestra que
la proporciéon del incremento entre las
variables (**/, ), practicamente se man-
tiene constante (entre 0.99 y 1 RQ).

TABLA II. AR versus An

1 |sg8-298-100 |
1 |497-398-099 |
1 |696-597-099 |
1 |796-696-100 |
1 |896-796-100 |
1 o95-896-100

II

|

[T ST

(=]

Aqui conviene comentar con el alum-
no que los datos, al ser obtenidos por
medio del multimetro, estdn sujetos a
errores ambientales, humanos e instru-
mentales. Recordemos que el multimetro
utilizado tiene una precisién de + 0.5Q,
por lo que no es factible obtener, dentro
de la experimentacion, medidas “cien por
ciento exactas y precisas”

Una manera de propiciar la
interdisciplina en el bachillerato
universitario es buscar tematicas
comunes entre las diferentes
asignaturas.

Es importante subrayar el punto ante-
rior, pues el alumno, al interaccionar con
las ciencias experimentales, tiene la idea
de que -como en las matematicas- las
cifras y los modelos matematicos tienen
que reflejar integramente la realidad de
un fendmeno fisico. Las matematicas son
una ciencia exacta, pero en las ciencias
experimentales siempre se trabaja con
aproximaciones, ya que la realidad es muy
compleja y multifactorial.

CONCLUSIONES
Una manera de propiciar la interdisci-
plina en el bachillerato universitario
es buscar tematicas comunes entre las
diferentes asignaturas, en este caso, de
matematicas y de fisica. Esto enriquece
el conocimiento de los alumnos y abre
la posibilidad de vincular aprendizajes
de dos materias. De esta manera, abre la
posibilidad de que el alumno acceda al
metaconocimiento e integre los conoci-
mientos de, al menos, dos asignaturas.
Asi, entenderad que éstas no estan ais-
ladas de otras disciplinas y que existen
tematicas afines que pueden abordarse
desde diferentes perspectivas.

En nuestro caso, la propuesta experi-
mental presentada es un recurso que es
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factible emplear para lograr la vinculacién
de la fisica y las matematicas.

En cuanto a las tematicas y el apren-
dizaje para los cuales la propuesta esta
destinada, no sélo incentiva el razona-
miento matematico, sino también ayuda
a desarrollar la metodologia experimental
basica, aplicable tanto a la fisica como a
las ciencias experimentales en general.

Ademas, coadyuva a entender la idea
de un “patrén aditivo” o incremento en
un fendmeno donde exista una relacion
de proporcionalidad directa. En el caso
concreto abordado, a mayor ntimero de
resistores en serie conectados se incre-
menta el valor de la resistencia eléctrica
del arreglo en la misma proporcion.

Asi, al registrar las medidas de la resis-
tencia eléctrica en funcién del nimero de
resistores conectados en serie, el alum-
no puede describir cémo es la variacién
directamente proporcional entre R y n
Como la proporcién del incremento en-
tre las variables (“*/, ) es constante, el
alumno tiene las bases para entender el
concepto de pendiente y su significado
dentro de la ecuacion de la recta.

Finalmente, dado que el coeficiente
de correlacién entre las variables es alto
(6® = 0.9999) y el valor de la pendiente
(0.995 kQ)) de la recta ajustada de la figura
5 se encuentra dentro del intervalo del
valor de la resistencia eléctrica nominal
empleada (1kRQ * 5%), nos indica que el
experimento de esta propuesta es confia-
ble para un estudio basico de la relacion
de proporcionalidad directa con base en
un arreglo de resistores conectados en
serie. 4
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Modelando
funciones trigonometricas

Por:
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Tipo de escrito: Secuencia didactica
Resumen: El presente trabajo tiene la intencion de mostrar una
forma de abordar el modelado de las funciones trigonometricas,
donde el alumno, a partir de la construccion fisica de un molino
de viento, identifica un fendmeno de variacion periddica para
obtener diferentes representaciones (tabular, grafico, algebraico)
gue le permiten obtener un modelo matematico que representa
la situacion en cuestion, haciendo uso de diferentes software,
como Excel o Graphmatica.
Palabras clave: Funciones trigonomeétricas, Graphmatica, Mo-
delado, Software, Variacion periodica.

Tema: Funciones trigonometricas, problemas de aplicacion.

Aprendizajes: Utiliza las funciones trigonometricas para
representar fendmenos de variacion periodica.
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ACTIVIDADES

Fase inicial:

La actividad tiene como propoésito que el alumno estudie fendmenos
de variacion periddica; para esto se construira un molino de viento con
ayuda de material reciclado, como cartén, palitos de madera, latas de
aluminio, unicel, etc. Otros elementos requeridos: pegamento, diurex
y regla. En equipos de 3 0 4 alumnos construyen un molino de viento,
cuya altura de preferencia sea mayor a 30 cm. Se pueden guiar con las
siguientes imagenes para tener una idea de cémo construirlo.

Fase de desarrollo:
Modelo matematico. De acuerdo con el molino construido, los alumnos

realizan lo siguiente:

\" 1.Seleccionan una de las hélices del molino

/\Y

(cualquiera) y colocan una marca en el centro.

\" / 2.Con ayuda de una regla miden la altura
' ‘ del punto con relacién al suelo.

/n\

3. Realizan la medicién de la altura

\"’ \"’ para diferentes posiciones del punto
7’ ‘7 /‘l\ /“\ (girando la hélice del molino) hasta

completar una vuelta de la rueda (al
menos 12 posiciones). Registran sus
mediciones en una tabla.
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\" /‘ 4. Los alumnos reflexionan en lo siguiente: Si se desea realizar una
&== - ==  grafica que represente la altura h, del punto marcado en el molino,
/ “\ ¢cudl seria la otra variable involucrada?, y ;como la obtendrian?
Para esto, con ayuda de su transportador miden el angulo que forma
la hélice marcada con respecto a la horizontal, como se muestra en la
' ISEY figura siguiente:

5. En una tabla registran el angulo vy la altura.

o (grados) altura h (cm)

6. Realizan la grafica de sus datos en una hoja milimétrica (angulo vs.
altura).

7. Identifican el tipo de funciéon que pudieran representar los datos
obtenidos.

8. Con ayuda de Graphmatica, en la opcién diagrama de datos, grafican
los datos obtenidos.

'ﬂ Graphmatica - Sin titulo
Archive Ediciéon Ver Opciones Herramientas Caélculo Ayuda

NDikdmBE VH Yy
|

Diagrama de los Datos
Mﬂﬂﬂ' Diagrama 1 | Nuevo Gorrar
Simbolo: i. |ﬂolur:: m - | Ajustar curva

Insertar Punto  Quitar Punto Opdones




9. Con la grafica obtenida, identifican el periodo, amplitud, despla-
zamiento vertical y horizontal, que les permita obtener los valores
relacionados con una funcién seno o coseno de la siguiente forma:

f(x) = Asen(wx+c) + b
f(x) = Asen(wx+c) + b

10. Los alumnos obtienen el modelo matematico que representa la
altura de la hélice marcada en su molino de viento.

10. Ingresan la funcién obtenida en Graphmatica en la misma hoja
donde graficaron sus datos.

ﬂ Graphmatica - Sin titulo
Archive Edicion Ver QOpciones Herramientas Calculo  Ayuda

D7m® VH YW &
y=Asin (wx+c) +h|
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11. Comparan la grafica con los datos graficados anteriormente e
identifican si la grafica coincide con los datos.

12. Con ayuda del Graphmatica, en la opcién ajustar curva, obtienen
un modelo matematico y lo comparan con el que obtuvieron.

Fase de sintesis:
Los alumnos piensan y contestan lo siguiente:

De acuerdo con la grafica obtenida que representa el giro de las
hélices, piensan y contestan lo siguiente:

¢Qué cambiaria en la grafica sila hélice es mas chica o mas grande?

¢Qué cambiaria en la grifica si la base es mas alta o mas baja?

Si la hélice tuviera un motor que la hiciera girar, ;qué cambiaria en
la grafica, si girara mas rapido o mas lento?

Comparan con sus comparieros el modelo matematico que obtu-
vieron e identifican las diferencias con los otros molinos.

44



Materiales y recursos:
Tecnoldgicos: calculadora cientifica, laptop, proyector, software Gra-
phmatica.

Didacticos: cartdn, plastico, unicel, palitos de madera, pegamento,
diurex, regla, colores, hojas milimétricas.

Evaluacion:
Diagnostica: En plenaria se preguntan sobre cémo se representa grafica-
mente el movimiento de una hélice y qué variables pueden intervenir.

Formativa: Retroalimentacién y guia a la hora de realizar la activi-
dad propuesta.

Sumativa: Un portafolio de evidencias que contenga lo desarrollado
en clase, asi como un reporte que muestre lo realizado en la actividad.
Integran fotos de la construccién del molino, los calculos realizados,
las graficas obtenidas en papel milimétrico y software.

Rubrica para evaluar la actividad

item a evaluar SI NO Parcialmente Observaciones

Elabora correctamente la tabla de valores angulo
Vs altura

Grafica correctamente |os datos obtenidos en
|la hoja milimétrica

Grafica correctamente |os datos obtenidos en
Graphmatica

De la grafica, identifica correctamente el valor
de los parametros: periodo, amplitud, despla-
zamiento vertical y horizontal

Obtiene de manera correcta el modelo mate-
matico de la forma:

Utiliza correctamente Graphmatica para realizar
la grafica de la funcion obtenida.

Utiliza correctamente Graphmatica para obtener
un modelo matematico de los datos graficados.

[dentifica correctamente los cambios que sufriria
la grafica si se hacen cambios en el molino de
viento.




Con el modelo matematico
obtenido, se pretende que el
alumno sea capaz de analizar la
informacion que tiene sobre el
molino de viento construido y la
contraste con el modelo algebraico:

Conclusiones: La secuencia de actividades que se presenta esta di-
rigida a que el alumno a partir de algo concreto, como la construccién
de un molino de viento, y pueda identificar de inicio un fenémeno de
variacion periddica, en este caso el movimiento que se presenta en la
hélice. Con base en una serie de mediciones como angulo y altura, el
alumno comienza a obtener un registro tabular de las condiciones del
fenémeno, lo que le permite generar un registro grafico al trasladar los
datos obtenidos a un plano cartesiano, ya sea con una hoja milimétri-
ca o con ayuda de software. Esta informacidn le permitira al alumno
identificar las caracteristicas de una funcién trigonométrica a partir
de la grafica, dando pie a que con esta informacién pueda obtener un
modelo algebraico que represente los datos graficados, a fin de tener
un modelo algebraico.

Con el modelo matematico obtenido, se pretende que el alumno sea
capaz de analizar la informacién que tiene sobre el molino de viento
construido y la contraste con el modelo algebraico, con la finalidad de
que pueda reflexionar sobre lo realizado y conjeturar sobre los cambios
que sufriria el modelo matematico si se cambian las condiciones del
molino. Esto permitird al alumno comprender cada una de las fases
desarrolladas para obtener el modelo y encontrar sentido a lo realizado,
a fin de que su aprendizaje sea significativo. ¥4
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Una aplicacion de funciones
trigonometricas en el estudio
del nivel del mar

Por:
Lucino Raymundo Lépez | Azcapotzalco
Ivonne Retama Gallardo | Naucalpan

RESUMEN

En la secuencia didactica los estudiantes utilizan las
funciones trigonomeétricas para modelar la variacion del
nivel del mar como una situacion de comportamiento
periodico, utilizando el software GeoGebra, y fomenta
la concientizacion del estudiante de cdbmo las activida-
des antropogénicas contribuyen en la modificacion del
medio ambiente como es el cambio climatico.
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INTRODUCCION

Segtn el Panel Intergubernamental de
Cambio Climatico (1pcc por sus siglas en
inglés), el término cambio climatico se
refiere a un cambio en el estado medio
o en la variabilidad de alguna de las pro-
piedades del clima, que puede ser iden-
tificado por pruebas estadisticas y que
persiste por largos periodos de tiempo,
normalmente décadas, como resultado de
la variabilidad natural, e intensificindose
como producto de las actividades antro-
pogénicas que causan el incremento de
las concentraciones de gases de efecto
invernadero.

Los océanos con una superficie su-
perior a dos tercios de nuestro planeta
cumplen un papel crucial en la estabilidad
de nuestro clima. Los océanos son esen-
ciales en la dindmica climatica debido a
que estos son capaces de absorber el 93%
del calor que se acumula en la atmoésfera
de la Tierra y una cuarta parte del diéxido
de carbono (CO2) que liberan los com-
bustibles fésiles; los cuales forman parte
primordial en casi todas las actividades
cotidianas de la vida humana (Moreno
Salazar-Calderdn, B. & Delgado-Cabrera,
F, 2022).

Manifestaciones del cambio clima-
tico como el ascenso del nivel del mar,
el aumento de intensidad y frecuencia

de eventos meteorolégicos extremos y

una variacién compleja en la dindmica de
condiciones oceanograficos (ej. salinidad,
pH, temperatura, circulacién), estan im-
pactando a los ecosistemas marinos, a las
poblaciones de peces e invertebrados, a
la actividad de pescadores y prestadores
de servicios turisticos y a la infraestruc-
tura fisica de apoyo con que cuentan las
comunidades costeras (1pcc, 2014).
Como se menciond anteriormente,
una de las consecuencias del cambio cli-
matico es el aumento del nivel del mar
que contribuye a aumentar los impac-
tos en las zonas costeras, incluyendo la
erosién, inundacién de zonas someras,
aumento de dafios por tormentas, modi-
ficacién de los estuarios y de los habitats,
modificacion de los niveles fredticos e
intrusion salina en los cauces fluviales y
aguas subterraneas. En combinacién con
cambios en el clima maritimo, la erosién,
la inundacién, tanto la temporal como
la permanente, vy la afeccién a las obras
maritimas y la explotacién de los puertos,
son consecuencias directas de los cam-
bios en las dindmicas costeras. Entre otros
elementos, los lugares de desembarque
para productos pesqueros, embarcacio-
nes y sistemas de cultivos marinos, asi
como la infraestructura en la linea de
costa en las aguas costeras, se podran
ver afectados por cambios tanto en las
condiciones medias (ej. temperatura)




como en las extremas (ej. oleaje y nivel
del mar en tormentas). Estos problemas,
en concreto, tienen un caracter global y,
sin duda, se estan acrecentando por el
efecto del cambio climatico (Anadén et
al., 2009, 149).

Estudios del 1pcc (2013) coinciden en
un probable escenario extremo de 0,40
m de aumento del nivel del mar para el
ano 2050, y en 1,20 m para el 2100 (Liz-
cano, 2019).

En la siguiente secuencia didactica
se pretende mostrar al estudiantado un
ejemplo del analisis del nivel del mar a
través de una funcién trigonométrica. Los
estudios de cambio climatico se realizan
considerando largos periodos de tiempo,
pero el siguiente trabajo es una forma de
cémo el estudiante vincula sus conoci-
mientos de Matematicas, de una forma
practica, y fomenta la concientizacién
de cémo las actividades antropogénicas
contribuyen al cambio de nuestro medio
ambiente.

Propdsito

Modelar la variacién del nivel del mar
como una situacién de comportamiento
periddico y vincular este fenémeno con
los estudios para conocer las posibles con-
secuencias del cambio climatico, apoyan-
dose con el uso de un software dinamico.

Aprendizaje

Utiliza las funciones trigonométricas para
representar fendmenos de variacién pe-
riddica.

Conceptos

Periodo (T): Es la longitud del intervalo
minimo tomado desde el eje horizontal,
a partir de la cual una funcién repite la
grafica (Santos, 2012).

Amplitud : Es la mitad de la distancia
entre el valor maximo y el valor minimo
de la funcidn. Si no se desplaza verti-
calmente la amplitud se calcula como
la distancia tomada en vertical, entre el
valor méaximo vy el eje.

Desplazamiento vertical y horizontal:
Suponga c > o (Stewart, 2012).

« Para graficar y = f (x) + ¢, desplace
la grafica de y = f(x), c unidades
hacia arriba.

« Para graficary = f(x) + ¢, desplace
la grafica de y = f (x), c unidades
hacia abajo.

Desplazamiento horizontal: Suponga
c>o.

« Para graficar y = f (x - ¢), desplace
la graficadey = f(x) , c unidades a
la derecha.

- Para graficar, desplace la grafica
dey=f(x+c),y=f(x) unidades a

la izquierda.




Presentacion del recurso didactico
I. SECUENCIA DIDACTICA

Duracion: 120 minutos

INICIO

DESARROLLO DE ACTIVIDADES:
El profesor:

Da la bienvenida a los estudiantes y menciona que las funciones
trigonomeétricas se pueden utilizar para representar fenomenos de
variacion periodica.

A traveés de una lluvia de ideas y con la orientacion del profesor el
estudiante define los conceptos: periodo, amplitud , dominioy rango
de la funcion .

Los alumnos investigan qué es el cambio climatico y su influencia en
el nivel del mar.

En plenaria se discute qué se entiende por cambio climatico y sus
consecuencias, resaltando el aumento del nivel del mar.

Los estudiantes descargan el software dinamico GeoGebra para la
construcion de la grafica. https://www.geogebra.org/classic, la cual
permitira construir y analizar la grafica.

DESARROLLO

El profesor plantea a los estudiantes la siguiente situacion proble-
matica:

En la tabla proporcionada, se ilustra la variacion del nivel del mar en
playas de Bahias de Huatulco en un periodo de 24 horas. Elabore el
modelo matematico correspondiente que describa la variacion del
nivel del mar en funcion del numero de horas transcurridas desde
las 6: 00 de la manana.

Horas transcurridas
desde las 6:00 am

Nivel del agua en
pies



https://www.geogebra.org/classic

El estudiante crea la representacion grafica utilizando GeoGebra,
partiendo de la informacion proporcionada por el docente.
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Grafica 1. Representacion de horas transcurridas con respecto al
nivel de agua en pies (ft).

Con la quia del profesor, el estudiante determina los parametros de
la grafica 1, y los organiza en la tabla 1.

Tabla 1. Parametros de la grafica.

Valor maximo 9 Valor minimo | -3
| A |: amplitud. g-(-3) -6
-
) 2T Periodo = 14-2=12
Periodo= m




En la grafica 1 se aprecia que un periodo completo esta entre los
puntos (2,9) y (14, 9).

2 Periodo = 14-2=12

A

Periodo=

o

El profesor recomienda a los estudiantes aprovechar el dato del periodo
para calcular con precision el valor del parametro b.

o 2
Perlodo—|b|
_Z
12—|b|
_zu
12—Ibl

T
|b|=?

Conociendo el valor del parametro | b | , y sustituyendo el valor de
| A | lafuncion trigonomeétrica gueda de la siguiente forma:

TT
f (x) = 6COS ? X

El estudiante procede a generar en GeoGebra la grafica de la funcion
encontrada Yy lleva a cabo un analisis f(x) = 6cos% x Ccomparativo
con la grafica 1.
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Grafica 2. Representacion de ajuste grafica f(x) = 6cos 5 X
En plenaria se presenta un analisis de la grafica:

TT
Como se puede apreciar, la grafica de la f(X)=6c0s = x  no logra
representar adecuadamente el fendmeno de estudios, lo que indica
la necesidad de realizar un analisis mas profundo.

Los estudiantes realizan en equipo un analisis minucioso de las gra-
ficas, proceden a resolver las preguntas asignadas y las vinculan con
la funcion, fomentando un entendimiento mas profundo.

f(x)=Acos (bx +c)+d
¢Queé valor tienen las amplitudes en las grafica 1 y grafica 2?
¢<Como se denomina a la variacion entre amplitudes?

¢De qué manera vinculas la variacion de las amplitudes con la funcion,

f(x) = Acos (bx + ¢) + d, y cudl es su valor?
TT
¢Hay un desplazamiento horizontal de la grafica f (%) = 6cos B X.on

respecto en comparacion con la grafica 1, de ser asi cual es su valor?

¢El desplazamiento horizontal en una funcién como se le conoce?




El profesor indaga si, a partir de las respuestas al cuestionario, los
estudiantes lograron identificar el modelo de la funcion que repre-
senta la variacion del nivel del mar en funcion del nimero de horas?

Ed

Grafica 3. Representacion grafica del modelo de la funcion, horas
transcurridas, nivel del agua en ft.

En discusion grupal, se revisara la funcion f(x) = GCOS% (x-2)+3,y
en las conclusiones se preguntara, ¢pPor qué es importante realizar
estudios del nivel del mar en un escenario de cambio climatica? sQué
acciones se podrian realizar para disminuir el cambio climatico?




ORGANIZA- | Las actividades se realizaran de forma individual, en equipo y grupal,
CION segun corresponda.

Lizano Rodriguez, 0. (2019). El calentamiento global y su relacion

MATERIALES | con el impacto en la pesqueria en el Golfo de Nicoya, Costa Rica. In-
DE APOYQ | terSedes: Revista de las Sedes Regionales, XX(41), 190-207. https://

doi.org/10.15517/isucr.v20i41.38837

RECURSOS Computadora y proyector, un dispositivo movil, software GeoGebra

DIDACTICOS 2 Y PIRPEAI . : '
Aspectos para evaluar: Evaluacion:

EURLLACIEN Elaboracion de la grafica * |dentificalas operacionesy pro-

DEL APREN-

cedimientos que debe realizar

DIZAJE DE ¢ Resolucion del cuestionario
para obtener |as respuestas

LA SECUEN- |« Analisis de las graficas y su ex-
CIA presion escrita al redactar su
conclusion

CONCLUSIONES

A través de la secuencia didactica los estudiantes emplean las funciones trigonomé-
tricas para simular el nivel del mar, mostrandolo como un fenémeno de variacién
periddica. Esta metodologia les facilita la conexién de conceptos matematicos con
desafios ambientales reales, profundizando su comprensién sobre las complejas
dindmicas del cambio climatico. Ademas de que promueve una reflexién critica so-
bre el impacto significativo de las actividades humanas en la alteracién de nuestro
ecosistema, incentiva la adopcién de un enfoque mas responsable y consciente hacia

la preservacién del medio ambiente. b4
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El algo-ritmo de Euclides

Por:
Diego Gonzalez Moreno

RESUMEN

En este articulo explicamos como se puede utilizar
el algoritmo de Euclides (un método creado para
calcular el maximo comun divisor de dos numeros
enteros) para generar ritmos musicales. Los ritmos
gue se obtienen con este procedimiento reciben el
nombre de Ritmos Euclidianos y se caracterizan
por distribuir de manera equitativa un numero
determinado de golpes en un intervalo de tiempo.

Palabras clave: Numero entero, Divisibilidad, Maxi-
mo comun divisor, Algoritmo, Pulso, Ritmo.



1. INTRODUCCION
¢Qué tienen en comuin el maximo comun divisor de 8 y 5y la cancién
Hound Dog de Elvis Presley? Al final de este articulo habras descu-
bierto esta extrafia y bonita relacidn, que quizas ya no te parecera tan
sorprendente.

Descubrir relaciones entre conceptos tan dispares como el maxi-
mo comun divisor de dos niimeros enteros y la musica es asombroso.
¢Quién diria que el trabajo matematico realizado por Euclides en el
siglo 111 a. C. tendria aplicaciones en la creacién de ritmos musicales
que abarcan géneros como el Rockabilly, el tresillo cubano, la cumbia
y la musica electrénica?

En 2005, Godfried Toussaint [3] present6 un método para producir
ritmos musicales utilizando el algoritmo de Euclides, que fue diseniado
originalmente para encontrar el maximo comun divisor de dos ente-
ros. Los ritmos generados con este método tienen la peculiaridad de
distribuir los acentos de la manera mas uniforme posible.

En este trabajo se explicara el algoritmo que Toussaint utiliza para
generar ritmos y su relacién con el algoritmo de Euclides. Comenza-
remos por explorar los conceptos de divisibilidad y maximo comtin
divisor, y describiremos cémo se utiliza el algoritmo de Euclides para
hallar el maximo comuin divisor. Luego, nos adentraremos en el mundo
del ritmo y en el algoritmo de Toussaint (utilizado para crear ritmos).
Finalmente, mostraremos la relacién de este algoritmo con el de Eu-

clides.
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2. EL MAXIMO COMUN DIVISOR
Antes de explicar qué es el maximo co-
mun divisor debemos hablar de divisibi-
lidad. Piensa en dos nimeros enteros a
los cuales llamaremos a y b; decimos que
b divide a a, o que a es divisible entre
b, sila divisién de a entre b es exacta, es
decir, si al dividir a entre b el resto es o.

Por ejemplo, el 6 divide a 18 (o 18 es
divisible entre 6), ya que al dividir 18
entre 6 el residuo es 0, es decir,

3

(@)]
—_
(0]

I
0

Algo que sucede con la divisibilidad
de dos nimeros es que si a b divide a q,
entonces existe un entero g que cumple
a = bq. Por ejemplo, en el caso de 18y 6
tenemos que 18=6(3), en este caso g = 3.

Por otro lado, si b no divide a, enton-
ces el resto de la divisién de b entre a es
distinto de 0, y hay dos enteros g y r que
cumplen

a=bg+r,

donde 1 <r<b. Al entero g se le conoce
como el cociente y a r como el residuo o
resto de la divisién de b entre a.

Por ejemplo, 6 no divide a 21, y se
puede ver que el cociente y el resto de
la divisiéon de 21 entre 6song=3yr= 3.
Entonces podemos escribir

21=6(3) * 3,

y con la “casita” de la divisiéon tenemos:

3

(@))]
= N
—

18
3

Con la idea de divisibilidad entendi-
da, podemos definir el maximo comin
divisor de dos enteros. Si a y b son dos
enteros, el maximo comun divisor de
estos, al cual denotamos por mcd(a,b), es
el entero mas grande que divideaayab.

Veamos un ejemplo para aclarar la si-
tuacién. Considera los nimeros 24 y 36.
Para encontrar el maximo comun divisor
de éstos necesitamos determinar cual es
el divisor mas grande que divide a ambos
(de ahi el nombre). Para esto podemos
hacer una lista con los divisores de cada
numero.

+ Los divisores de 24 son: 1, 2, 4, 6,
8, 12y 24.

+ Los divisores de 36 son: 1, 2, 4, 6,
9, 12, 18 y 36.

Podemos ver que los divisores que
tienen en comun el 24 y el 36 son 1, 2,
4, 6y 12. Asi, el madximo comun divisor
de 24 v 36 es 12, y escribimos

mcd(24,36)=12

El maximo comun divisor tiene mu-
chas utilidades, por ejemplo, se utiliza en
la resolucién de ecuaciones, en la simpli-
ficacién de fracciones, en el analisis de
algoritmos y la criptografia, entre muchas
otras. Debido a las utilidades que tiene este



concepto, es importante disefiar métodos
“eficientes” que encuentren este valor.
Uno de estos métodos se debe a Euclides.

2.1 El algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides es un proce-
dimiento disefiado para encontrar el
maximo comun divisor de dos enteros
positivos. Este algoritmo fue descrito por
Euclides en su libro Elementos, y esta ba-
sado en el algoritmo de la divisién y en
hacer divisiones de manera sucesiva. El
algoritmo de la divisién es un teorema
que establece lo siguiente:

Teorema (algoritmo de la division):
Dados dos enteros positivos a y b, con b
distinto de 0, existen dos enteros posi-
tivos q y r (el cociente y el residuo), que
cumplen:

a=bg+r,con0<r<b. (1)

Una consecuencia del algoritmo de la
division esta relacionada con el maximo
comun divisor de los nimeros a, b y el
residuo r.

Observacion 1. Todo divisor comtn
de a y b también es un divisor de r.

Esto se puede ver porque si d es un
divisor de a y b, entonces las divisiones
dea/dyb/dson también nimeros en-
teros. Si dividimos la ecuacién (1) entre
d, tenemos lo siguiente:

Comoa/dyb/dson enteros, enton-
cesr/d también debe ser entero, es decir,
d también es un divisor de r. Ahora, sid es
el maximo comuin divisor, esta propiedad
se sigue cumpliendo, y se puede ver que

mcd(a,b) = mcd(b,r)

Veamos un ejemplo para entender esta
observacion. Considera el 40 y el 24, se
puede ver que el maximo comun divisor
de estos dos nimeros es 8. Por otro lado,
el resto de dividir 40 entre 24 es 16, ya
que 40 = 24(1) + 16, en este caso el re-
siduo es 16. Esta observaciéon nos dice
que el maximo comun divisor de 24 y
16 también es 8, en notacidén tenemos

mcd(40, 24) = mcd(24, 16) = 8

También tenemos la siguiente obser-
vacion:

Observacion 2. El maximo comun di-
visor de a y 0 es a, es decir, mcd(a,0) = a.




La causa de esto es que todo entero
a divide al 0, ya que 0=a(0), y como a
divide a a, entonces el maximo comun
divisor de a y O es a.

Con estos hechos entendidos, estamos
listos para conocer una version moderna
del algoritmo de Euclides [2].

Comenzamos con dos enteros a y b
para los cuales queremos encontrar el
maximo comun divisor, y supongamos
quea < b.

1. Dividimos a entre b y obtenemos el
residuo, al cual llamaremos r. Por
el algoritmo de la divisién tenemos

a=bg+r,con0<r<b.

2. Siresigual a0, entonces el algorit-
mo termina y el mcd(a, b) es igual
ab.

3. Sires distinto de 0, entonces di-
vidimos b entre r y obtenemos un
nuevo residuo, al cual llamaremos
r;. Es decir,

b=rg;,con0<r<r.

4. Sir esigual a0, el algoritmo ter-
mina y el med(b, r) es 1, y por la
observacion 1 tenemos que

mcd(a, b) = mcd(b,r) =,
y asi habriamos encontrado el maximo

comun divisor de a y b.

5. Sir es distinto de 0, volvemos a
realizar una division, ahora dividi-
mos r entre r;, obteniendo asi un
residuo r,. Es decir,

r=rg;+n,con0<rn<n.

6. Sir, esigual a0, el algoritmo para
y el mcd(r, 1) es i, y por la obser-
vaciéon

mcd(a, b) = med(b, r) = med(r, ry= 13,

encontrado el maximo comun di-
visor de a y b.

7. Seguimos realizando estas divi-
siones hasta obtener un residuo
igual a cero (esto sucede porque en
cada paso el residuo se va haciendo
mas pequeno). En ese momento el
algoritmo se detiene y el maximo
comun divisor es el dltimo residuo
distinto de 0.

A veces entender un algoritmo puede ser
complicado, asi que aclaremos las ideas
con un ejemplo. Utilicemos el algoritmo
Euclidiano para encontrar el maximo co-
mun divisor de 40y 24.

1. Primero dividimos entre y nos fija-
mos en el residuo. Entonces,

40 =24 (1) + 16,



en este caso el residuo es r = 16. Por la
observacién tenemos

mcd(40, 24) = mcd(24, 16) = mcd(16, 8).

2. Como 16 # 0, entonces dividimos 24
entre 16 y volvemos a considerar
el residuo. Asi,

24 =16(1) + 8.

Segun el algoritmo de Euclides, tenemos
que r; = 8, y por la observacién 1

mcd(40, 24) = mcd(24, 16) = mcd(16, 8)

3. Como 8 # 0, volvemos al paso ante-
rior considerando los ndmeros 16
y 8. Entonces

16 = 8(2) + 0.
Por la observacion 1

mcd(40, 24) = mcd(24, 16) = mcd(16, 8)
=mcd(8, 0).

Como mcd(8,0) = 8, por la cadena de
igualdades anterior, hemos encontrado
que mcd(40, 24) = 8, que es precisamente
el ultimo residuo distinto de 0.

3. EL RITMO
El ritmo es una cualidad inseparable de
la musica. Podemos pensar a éste como
la organizacién de sonidos y silencios a
lo largo del tiempo.

El ritmo se puede crear a través de
patrones, por ejemplo, si golpeamos un
tambor cada segundo, se establece un rit-

mo constante y regular, como si fuera un
latido marcando el tiempo de la musica.

Sin embargo, el ritmo no se limita a
una repeticion constante. También puede
ser variado y jugar con patrones diferen-
tes. Por ejemplo, si golpeamos el tambor
una vez, descansamos un segundo y luego
lo golpeamos dos veces seguidas, creamos
un ritmo distinto que seria asi:

golpe - silencio - golpe - golpe.

A los instantes de tiempo en donde
podemos dar un golpe de tambor o de-
jar un silencio los llamaremos pulsos de
tiempo o simplemente pulsos. Asi, el
ritmo que acabamos de tocar distribu-
ye 3 golpes en 4 pulsos, y en este caso
cada pulso dura un segundo. También
podemos repetir este patrén de manera
indefinida a lo largo del tiempo.

Una forma matematica de describir
un ritmo es a través de una sucesién de
ceros y unos. La longitud de la sucesion es
el numero de pulsos que vamos a consi-
derar. Los 1 (uno) representan los golpes
de tambor, y los O (cero) los silencios.
Entonces, el ritmo con el que estamos
jugando estaria representado por la si-
guiente sucesion:

[1011].
Si repetimos esta sucesion a lo largo
del tiempo creamos el siguiente patrén

ritmico:

[101110111011..].
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En la siguiente seccién vamos a expli-
car el algoritmo de Toussaint, que nos da
una forma de repartir de manera equili-
brada una cantidad de golpes de tambor
en una cierta cantidad de pulsos.

3.1 Ritmos euclidianos

Los ritmos Euclidianos fueron descritos
por Godfried Toussaint en su articulo The
Euclidean algorithm generates traditional
musical rhythms. En ese trabajo Toussaint
muestra como la estructura del algoritmo
de Euclides se puede utilizar para generar
una gran variedad de ritmos.

Usaremos un ejemplo para describir
el algoritmo. Imagina que queremos dis-
tribuir 6 golpes de tambor en 16 pulsos
de tiempo. Como dijimos antes, esto lo
podemos representar a través de una
sucesién de longitud 16 formada de O
(ceros) y 1 (unos).

Asi, esta sucesion tendrd 16 digitos
con 6 uNos y 10 Ceros.

Para construir el ritmo hacemos los
siguientes pasos:

1. Primero formamos una linea, co-
locando primero los 1 (unos) y
luego los O (ceros) para obtener la
siguiente sucesion:

1111110000000000

2. Ahora, colocamos un debajo de
cada . Esto forma 6 grupos de co-
lumnas con 1y 0, sobran 4 ceros;
teniendo la siguiente configuracion:

1111110000
000000

3. Continuamos colocando los ceros
restantes debajo de las columnas.
Entonces colocamos los ceros que
sobraron debajo de las primeras
columnas, quedando la siguiente
situacion:

0 R |
000000
0000

Asi, nos quedan cuatro columnas con tres
digitos (1, 0 y 0) y sobran dos columnas
con dos digitos (1 vy 0).

4. Repetimos el proceso. Tomamos las
dos columnas que sobran (aquellas
que tienen un 1y un 0) y las colo-
camos debajo de las primeras dos
columnas. Obteniendo lo siguiente:

1111
0000
0000
11
00

5. Finalmente colocamos las dos co-
lumnas restantes debajo de las pri-
meras dos, obteniendo:

11
00
00
11
00
11
00
00



El proceso termina aqui, porque ya
no hay mas columnas para mover. En
general, el algoritmo termina cuando ya
no haya mas columnas para mover o solo
quede una columna por mover.

Para encontrar el ritmo resultante hay
que leer las columnas de izquierda a de-
recha. Esto nos genera el siguiente ritmo:

[1001010010010100]

Asi, en los 16 pulsos de tiempo que
utilizamos tenemos que tocar el tambor
en el primer tiempo, el cuarto, el sexto,
noveno, doceavo y catorceavo pulso. Este
ritmo lo podemos repetir a lo largo del
tiempo para tener un patrén ritmo mas
duradero.

¢Como se relaciona este ritmo con el
algoritmo de Euclides?

Observa que en las repeticiones del algo-
ritmo utilizado para generar el ritmo apa-
recen los divisores y restos que utilizamos
en el algoritmo de Euclides. En el ejemplo
que acabamos de hacer acomodamos 6
golpes en 16 pulsos. Veamos qué sucede
cuando utilizamos el algoritmo Eucli-
diano para encontrar el maximo comun
divisor de 16 y 6. Entonces,

16 =6 (2) + 4,
6=4(1)+2
4=2(2)+0.

De acuerdo al algoritmo de Toussaint,
en el segundo paso tenemos 6 columnas,
cada una con dos digitos (1 y 0) y 4 co-
lumnas formadas por un solo digito (el 0).
Esto sucede porque al efectuar la divisién

de 16 entre 6, tenemos que 16 = 6(2) + 2,
es decir, tenemos 6 columnas (con dos
elementos cada una) y sobran 4 ceros:

1111110000 .16 -6(2) + 4.

(ONONONONONO;

En el siguiente paso colocamos las
columnas de la derecha debajo de las
primeras cuatro columnas. En términos
del algoritmo Euclidiano estamos con-
siderando el cociente y el residuo de la
divisién de 6 entre 4, es decir, 6 = 4(1)
+ 2. Entonces tenemos 4 columnas con
tres digitos (1, 0y 0) y dos columnas con
2 digitos (1 vy 0).

1 e R |
000000;6=4(1)+2.
0000
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Finalmente, colocamos las dos colum-
nas de la derecha debajo de las primeras
dos columnas. Después de esto sobraran
dos columnas, estas las volvemos a aco-
modar debajo de las primeras dos co-
lumnas, quedando asi dos columnas sin
columnas de sobra, teniendo lo siguiente:

11
00
1111 00

0000 11 ., 5.0
0000 00
11 11
00 00
00

En este tultimo paso estamos consi-
derando la divisién entre 4 y 2, y aqui
termina el proceso.

Utilizamos E(a, b) para referirnos al
ritmo que se obtiene al repartir a golpes
de tambor en b pulsos de tiempo. Asi,

E(6,16)=[1001010010010100].

3.2 Canciones con ritmos euclidianos
Una caracteristica de los ritmos euclidia-
nos es que estos distribuyen los golpes en
los pulsos de la forma més regular posible.
Este tipo de ritmos normalmente suenan
bien, y por esto han sido utilizados desde
hace siglos en todas las culturas para crear
musica, aunque no tenian este nombre
ni se conocia su relacién con el algoritmo
de Euclides.

Uno de los ritmos euclidianos mas
famosos es el que distribuye 3 acentos en
8 pulsos, es decir, el E(3, 8). Si utilizamos

el algoritmo de Toussasint para hallar
este ritmo, encontrariamos el siguiente
patron:

E(3,8)=[10010010]

Este ritmo también se conoce como
tresillo cubano y ha sido muy utilizado en
el pop, el rock y hasta en el reggaetén. Por
ejemplo, se puede escuchar en canciones
como Clocks de Coldplay, Shape of you de
Ed Sheeran o Despacito.

Otro ritmo euclidiano muy popular es
el E(5, 8) que tiene la siguiente estructura:

E(3,8)=[10110110]

Este ritmo se conoce como el cinquillo
v hay muchas canciones que lo utilizan,
por ejemplo: Hound dog de Elvis Presley.
Este ritmo euclidiano se puede escuchar
en el ritmo que llevan las palmas es el
cinquillo [4].

Otros ejemplos de ritmos Euclidianos
son:

+ Enlasamba brasileiia los Euclidia-
nosE(7,16)={100101010010
1010]yE(9,16)=[10110101
0110101 0] son muy utilizados.

« Elritmo E(3,4)=[101 1] esel
prototipo de la cumbia colombiana.

+ La banda de rock progresivo Pink
Floyd tomo el ritmo E(3,7) = [10
0101 0] ylomodificé un poco, en
lugar de comenzar el patrén en el
tiempo uno, lo empieza en el tiem-
po 4 para convertirloen [101010

0] y utilizarlo como patrdn ritmico
en Money.



Para encontrar una lista mas amplia de rit-
mos Euclidianos encontrados en la musica del
mundo, pueden revisar el trabajo de Demaine
etal [1].

4. CONCLUSIONES

En resumen, en este articulo exploramos la
bonita relacién que existe entre la musica y las
matematicas, utilizando los ritmos Euclidianos
con su capacidad para distribuir acentos de ma-
nera uniforme en un cierto nimero de pulsos
de tiempo, y usamos el algoritmo de Euclides.
Este vinculo entre musica y matematicas nos
muestra que las matematicas pueden encon-
trarse en todos lados, enriqueciendo asi nuestra
apreciacion de la ciencia y el arte. ¥4
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Construccion del concepto
de elipse a traves del usgo.de
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RESUMEN

En este estudio los objetivos son lograr y analizar los aprendizajes
relacionados con el concepto de elipse como lugar geomeétrico.
Para ello, se diseno e implemento una secuencia didactica con
el fin de introducir al estudiante en el estudio del concepto de
elipse como un lugar geomeétrico; dicha secuencia fue aplicada
a estudiantes de tercer semestre de bachillerato del Colegio de
Ciencias y Humanidades del plantel Naucalpan. Para su diseno,
se realiz6 una revision del programa vigente de matematicas del
CCH, para lograr los objetivos y poder encontrar los elementos
que nos permitan establecer coherencia en la secuencia; las
actividades se implementaron de manera presencial y en linea.
Finalmente, se presenta un analisis de la implementacion de la
secuencia para tener elementos que permitan inferir los apren-
dizajes logrados y discutir sobre la pertinencia de la secuencia.

Palabras clave: Elipse, Lugar geomeétrico, Visualizacion, Software
dinamico.
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1. INTRODUCCION

En este estudio es de nuestro interés
lograr los aprendizajes del programa de
estudios de matematicas; en particular
trabajaremos la unidad cuatro de la asig-
natura de Matematicas 3, relacionada con
el concepto de elipse. Para ello disefiamos
una secuencia didactica que nos permite
introducir al estudiante al estudio del
concepto de elipse como lugar geométrico
y los elementos que la componen; dicha
secuencia fue aplicada a estudiantes de
bachillerato del Colegio de Ciencias y
Humanidades del plantel Naucalpan del
tercer semestre. El trabajo se desarrolla de
la siguiente manera: en primer lugar, se
realiz6 una revision del programa vigente
del ccH para encontrar los elementos que
nos permitan establecer los objetivos de
la secuencia con relacién a los aprendiza-
jes a lograr. Posteriormente mostraremos
aspectos metodoldgicos sobre el disefno
e implementacién. Del analisis de los
resultados se observa que la estructura de
la secuencia les permite construir conoci-
miento, el cual permite llegar, en general,
de una manera adecuada a los aprendiza-
jes; sin embargo, debemos destacar que

los resultados también arrojan que debe
haber mejoras tanto en el disefio como

en la evaluacion. Por otra parte, el uso
del software dindmico juega un papel
relevante debido a la visualizacién que se
puede hacer del objeto de estudio, ya que
a partir de ella el estudiante arriba a las
condiciones necesarias para que un punto
en el plano trace el lugar geométrico de

interés, que es en este caso la elipse.

2. MARCO TEORICO Y METODOLOGIA

En el plan vigente de estudios de mate-
maticas del Colegio de Ciencias y Hu-
manidades, en el abordaje del concepto
de elipse se proponen otros métodos de

acercamiento para lograr los aprendizajes

como se muestra en la Tabla 1:

Aprendizaje

Tematica

Estrategia sugerida

Obtiene la defi-
nicion de elipse
como lugar
geometrico e
identifica sus
elementos.

Tabla 1. Conc
Estudios.

Definicion de la
elipse como lu-
gar geometrico

Elementos de
la elipse: verti-
ces, focos, ejes
mayor y menor,
distancia focal,
excentricidad y
lado recto.

pse en el Prog

Como podemos observar, para abordar

El profesor propone
la construccion de
una elipse usando el
metodo del jardinero
0 con doblado de pa-
pel, y guia el analisis
de lo realizado a fin
de que se arribe a la
definicion como lugar
geomeétrico.

Propone las definicio-
nes de otros elemen-
tos importantes de
la elipse y planteara
actividades de identi-
ficacion.
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el aprendizaje en el que estamos inte-
resados se propone el uso del método
del jardinero o bien el doblado de pa-
pel, métodos altamente probados en su
eficacia para lograr los aprendizajes. Es
importante destacar que en lo relativo a
las estrategias propuestas no se sugiere
el uso de software dinamico, por lo que
pretendemos lograr o contribuir en la in-
novacion en ese sentido. A continuacion,
presentamos algunos aspectos tedricos en
los que se sustenta el trabajo y la apuesta
por el uso de tecnologia.

2. 1 Visualizacion
Para el disefio de la secuencia se propone
el uso de material didactico relacionado
con el uso de software dindmico, don-
de el proceso de visualizacion se vuelve
fundamental, ya que es un elemento que
juega un rol muy importante en el razo-
namiento matematico y la resolucién de
problemas de matematicas (Clements,
2014) y SU USo permite extraer aspectos
e indicaciones que permitan mejorar la
ensefnanza y aprendizaje de la Geometria.
Por su parte, Duval (2002) distingue
entre vision y visualizacién; por un lado,
la vision es la percepcién directa de un
objeto espacial, necesita exploracion
mediante movimientos fisicos y no hay
una comprensiéon completa del objeto,
mientras que la visualizacién como re-
presentacion semidtica de un objeto hace
visible todo lo que no es accesible a la
visién y aporta una comprension global
del objeto. El trabajo de Arcavi (2013)
considera a la matematica como una crea-
cién humana que se apoya fuertemente

sobre la visualizacién e s diferentes

formas y niveles, no solo en el campo
de la geometria, y describe a la visuali-
zacién en términos muy generales de la
siguiente manera: “Lavisualizacién es la
capacidad, el proceso {Iel producto de la
creacion, interpretacion, uso y reflexion
sobre retratos, imagenes y diagramas, en
nuestras mentes, en el papel o con he-
rramientas tecnoldgicas, con el propdsito
de representar y comunicar informacion,
pensar y desarrollar ideas previamente
desconocidas y comprensiones avanza-
das” (Arcavi, 2003, p. 217).

En este trabajo se considera a la visua-
lizacién como el uso de objetos visuales,
los cuales permitiran al estudiante inter-
pretar, argumentar y desarrollar sus ideas;
el objetivo es que el estudiante construya
la representacion grafica, construyen-
do los conocimientos necesarios para la
comprension del objeto de estudio.

2.2 Uso de software en la ensefianza de
las matematicas

Respecto al uso de software dinamico,
se ha encontrado que éste proporciona
alos estudiantes la posibilidad de apren-
der conceptos geométricos y explorar sus
relaciones facilmente (Ezquerro, 2014).
Por lo anterior, se considera que el uso del
software dindmico es una herramienta
adecuada para la ensefianza y aprendizaje
de la elipse, ya que en principio ayudara
a mejorar y desarrollar la visualizacién
(componente clave del razonamiento
matematico), como anteriormente se ha

i 0 de mate-
co relacionado con ebuso de
software dindmico, donde el p

visualizacion se vuelve fundamental, tal
R



como se menciona en Septlveda y Gar-
cia (2011). El software dindmico puede
contribuir a que el estudiante entienda
el problema, desde ver que, efectivamen-
te, se trata de un problema de variacidn,
hasta situarse en una posicién en la que
tenga acceso a la solucién. Por otra par-
te, en el trabajo de Diaz et al. (2015) se
menciona que las actividades de apren-
dizaje en linea deben ser planificadas y
disefnadas con diferente nivel cognitivo,
para que permita la conexién del curri-
culo matematico con las actividades coti-
dianas de los estudiantes, incidiendo en
su concepcion sobre la utilidad v el uso
de las matematicas fuera del aula. Por
lo anterior, el disefio de una secuencia
que pretende por un lado establecer una
sistematizacién de experiencias basadas
en el uso de software dinamico, el cual
consideramos permite al estudiante ex-
traer propiedades de figuras geométricas,
y por otro lado explorarlas considerando
el enfoque didactico del Colegio. Las ac-
tividades de aprendizaje de la secuencia
estan clasificadas en actividades ias,

El software dinamico puede
contribuir a que el estudiante
entienda el problema, desde ver
gue, efectivamente, se trata de

un problema de variacion, hasta
Situarse en una posicion en la que
tenga acceso a la solucion.

de contenido e integradoras, elementos
importantes del disefio (Diaz et al. 2015).

De lo anterior tenemos la hipétesis de
que el trazo que dejan los puntos en el
plano, cuando se activa la funcién rastro,
permitiria al estudiante percibir, por un
lado, que son una infinidad de puntos
los que conforman a la elipse, y por el
otro que éstos satisfacen que la suma
de sus distancias a un punto fijo y a una
recta es la misma. Esta visualizacién de
elementos en el plano permitira que el
alumno construya y logre el aprendizaje.

3. DISENO DE LA SECUENCIA

En esta seccion se presenta el disefio de la

secuencia, considerando el aprendizaje tal

como lo indica el programa de estudios:
“Obtiene la definicién de elipse como lu-

gar geométrico e identificard sus elementos”

(ccH, 2016).

Esto permite delimita objetivos

especificos d
seran que e . , _
Comprenda el concepto de elipse " S

« Identifique sus elementos.

|
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A continuacidn, se presenta la secuencia

ACTIVIDAD 1.2. Desarrollo de las actividades.
Dejamos al lector el link que permite accesar a |1as actividades:

Desarrollo

https://docs.google.com/document/d/1bXiWcpxUsjGGFpCcoZzL 6UVYgE2NdNn6D/
edit?usp=sharing&ouid=118095326531581402647 &rtpof=true&sd=true

4. RESULTADOS Y ANALISIS

A continuacién, presentamos los resultados que se obtuvieron de la implementacién del

cuestionario en linea (Tabla 2, fig. 8):

3 | Segmento de recta que une a dos puntos de la
elipse y que contiene a los dos focos: 65%

% cle Acier- | % de Acier-
Pregunta tos sesion en | tos sesion
presencial en Linea
1 | L3 elipse como lugar geomeétrico se define como: 55% 72%

74%

La distancia semifocal es:
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https://www.geogebra.org/m/dqcarxmf
https://docs.google.com/document/d/1bXiWcpxUsjGGFpCcoZzL6UVYgE2Ndn6D/edit?usp=sharing&ouid=118095326531581402647&rtpof=true&sd=true
https://docs.google.com/document/d/1bXiWcpxUsjGGFpCcoZzL6UVYgE2Ndn6D/edit?usp=sharing&ouid=118095326531581402647&rtpof=true&sd=true

%o de Acier- | 9% de Acier-
Pregunta tos sesion en | tos sesion
presencial en Linea

7 | Segmento de recta gue une el centro con un punto
de la elipse y que contiene al foco. 65% 51%

8 | Segmento de recta perpendicular al eje mayor que
une el centro con un punto de la elipse: 55% 40%

Tabla 2. Resultados de la implementacion

Porcentaje de aciertos

Figura 1. Porcentaje de aciertos ambas sesiones.

En la tabla 2 y figura 8 se presenta el porcentaje de aciertos para las sesiones en linea
y la sesién presencial; para la sesién en linea se tiene una muestra de 43 alumnos
y en la sesidn presencial la muestra fue de 20 alumnos. De los datos obtenidos se
observa que:
1. Los alumnos que realizaron la actividad en linea tuvieron un mayor éxito en
la pregunta relacionada con la definicién de elipse como lugar geométrico, en
un 72% contra un 55%.
2. El pico mas alto de aciertos corresponde a la pregunta 6 relacionada con la
forma de la elipse de focos en el mismo lugar.
3. Las preguntas 2, 4 y 8 relacionadas con los ejes y semiejes de la
confusién en los estudiantes; la pregunta relacionadag®

menor, fue la que tuvo el porcentaje mas bajo en 4
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

Como hemos mencionado en la autoeva-
luacion, las experiencias que se pusieron
en marcha han permitido arribar a las
siguientes consideraciones:

1. La estructura de la secuencia per-
mite a los estudiantes construir
elementos que les posibiliten, a
partir de estos, entender y arribar
en general de una manera adecuada
alos aprendizajes y objetivos que se
tenian al inicio; sin ser satisfactoria,
va que, como podemos observar,
los resultados se establecen en un
rango del 40% al 84% en la sesién
en linea, siendo esta mas exitosa
que la sesion presencial que se es-
tableci6 en rangos del 50% al 70%.
Para poder argumentar por qué su-
cedi6 esto se deben considerar las
condiciones en las que se realiza
la actividad en linea, ya que no es
posible tener un control sobre si
el estudiante pudo o no copiar o
recabar informacion del internet;
en ese sentido, considero que los
resultados de la sesién presencial
dan un mejor pan a del logro

La visualizacion que hicieron

los estudiantes a |0 largo_de'las
actividades les permitio,%h ayuda
del profesor, entender y reflexionar
sobre el concepto.

de los aprendizajes por parte de los
estudiantes.

. Teniamos la hipétesis de que el tra-

zo que dejan los puntos en el plano,
cuando se activa la funcioén rastro,
permitiria al estudiante por un lado
percibir que son una infinidad de
puntos los que conforman a la elip-
se, v por el otro que éstos satisfa-
cen que la suma de sus distancias
a un punto fijo y a una recta es la
misma. Validamos esta hipétesis,
ya que los resultados indican que
la mayoria de los estudiantes, con-
siderando ambas sesiones, logran
interpretar y desarrollar sus ideas
de manera adecuada para arribar
al concepto de elipse, el cual es el
objetivo principal del trabajo rea-
lizado. Sin embargo, es importante
hacer un espacio para el analisis
de las dificultades que enfrentan
los estudiantes para comprender

y construir el concepto de elipse
ométrico



semiejes; podriamos decir que los
conceptos se construyen adecuada-
mente a partir de la visualizacidn,
esto se pudo observar en la retroa-
limentacién de las actividades.

4. Lasecuenciay su evaluacién nece-
sitan ajustes para captar una mayor
poblacién de estudiantes que logren
el aprendizaje: sin embargo, es una
muy buena actividad ya que facilita
el aprendizaje a través de la retro-
alimentacion. La visualizacién que
hicieron los estudiantes a lo largo
de las actividades les permitid, con
ayuda del profesor, entender vy re-
flexionar sobre el concepto, asi como
también identificar los elementos
que les impidieron llegar inicial-
mente a una respuesta satisfactoria,
logrando entender la definicién de
elipse como lugar geométrico. A
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